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ΕΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΑ ΘΕΜΑΣΑ 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2ο: ΤΝΑΡΣΗΕΙ - ΟΡΙΟ - ΤΝΕΦΕΙΑ ΤΝΑΡΣΗΗ  

 
ΘΕΜΑ Α 

 
Άσκηση 1 
 

α) Έρςχ μια ρσμάοςηρη f , η ξπξία είμαι ξοιρμέμη ρε έμα κλειρςό διάρςημα  ,  . Αμ η f είμαι 

ρσμευήπ ρςξ  ,   και f ( ) f ( )   , μα δείνεςε όςι για κάθε αοιθμό   μεςανύ ςχμ f ( )  και 

f ( )  σπάουει έμαπ ςξσλάυιρςξμ αοιθμόπ 0x ( , )    ςέςξιξπ ώρςε 0f (x )  . 

 
β) Έρςχ A έμα σπξρύμξλξ ςξσ . Τι ξμξμάζξσμε ποαγμαςική ρσμάοςηρη με πεδίξ ξοιρμξύ ςξ 

A ; 

 
 
Λύρη 
 

α) Έρςχ όςι f ( ) f ( )    και f ( ) n f ( )    . Αμ θεχοήρξσμε ςη ρσμάοςηρη  

g(x) f (x) n  ,  x ,    παοαςηοξύμε όςι: 

 

Η g  είμαι ρσμευήπ ρςξ  ,   και g( )g( ) 0   , ατξύ g( ) f ( ) 0     και 

g( ) f ( ) 0    . Δπξμέμχπ, ρύμτχμα με ςξ θεώοημα ςξσ Bolzano, σπάουει  0x ,  

ςέςξιξ, ώρςε 0 0g(x ) f (x ) 0   ξπόςε 0f (x )  . 

 
 
β) Έρςχ A  έμα σπξρύμξλξ ςξσ . Ομξμάζξσμε ποαγμαςική ρσμάοςηρη με πεδίξ ξοιρμξύ ςξ 

A  μια διαδικαρία (καμόμα) f , με ςημ ξπξία κάθε ρςξιυείξ x A  αμςιρςξιυίζεςαι ρε έμα μόμξ 

ποαγμαςικό αοιθμό y . To y  ξμξμάζεςαι ςιμή ςηπ f  ρςξ x  και ρσμβξλίζεςαι με f (x) . 
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Άσκηση 2 
 

i. Πόςε δύξ ρσμαοςήρειπ f  και g  λέγξμςαι ίρεπ; 

 
ii. Πόςε μία ρσμάοςηρη f  λέγεςαι γμηρίχπ αύνξσρα ρ’ έμα διάρςημα   ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ 
ςηπ; 
 

iii. Έρςχ μια ρσμάοςηρη f  ξοιρμέμη ρε έμα διάρςημα A  και 0x A . Πόςε λέμε όςι η f  είμαι 

ρσμευήπ ρςξ 0x ; 

 
 
Λύρη 
 

i. Δύξ ρσμαοςήρειπ f  και g  λέγξμςαι ίρεπ όςαμ: έυξσμ ςξ ίδιξ πεδίξ ξοιρμξύ A  και για κάθε 

x A  ιρυύει f (x) g(x) . 

 
 
ii. Μία ρσμάοςηρη f  λέγεςαι γμηρίχπ αύνξσρα ρ’ έμα διάρςημα Δ ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ, 

όςαμ για ξπξιαδήπξςε 1 2x , x   με 1 2x x  ιρυύει: 1 2f (x ) f (x ) . 

 
 

iii. Έρςχ μια ρσμάοςηρη f  και 0x  έμα ρημείξ ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ A . Λέμε όςι η f  είμαι 

ρσμευήπ ρςξ 0x A , όςαμ 
0

0
x x
lim f (x) f (x )
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Άσκηση 3 
 
α) Πόςε μια ρσμάοςηρη f  λέγεςαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρε έμα διάρςημα   ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ 
ςηπ; 
 
β) Τι ξμξμάζξσμε ρύμθερη gof δύξ ρσμαοςήρεχμ f,g με πεδία ξοιρμξύ A,B αμςίρςξιυα; Πξιξ 
είμαι ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ gof;  
 
γ) Να διαςσπώρεςε ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ. 
 
 
Λύρη 
 
α) Μια ρσμάοςηρη f  λέγεςαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρ’ έμα διάρςημα Δ ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ, 

όςαμ για ξπξιαδήπξςε 1 2x , x   με 1 2x x  ιρυύει: 1 2f (x ) f (x ) . 

 
 
β) Αμ f,g είμαι δύξ ρσμαοςήρειπ με πεδία ξοιρμξύ Α, Β αμςίρςξιυα, ςόςε ξμξμάζξσμε ρύμθερη 

ςηπ f  με ςημ g , και ςη ρσμβξλίζξσμε με gof, ςη ρσμάοςηρη με ςύπξ 1gof : A  , όπξσ ςξ 

πεδίξ ξοιρμξύ 1A  ςηπ gof απξςελείςαι από όλα ςα ρςξιυεία x  ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ f  για ςα 

ξπξία ςξ f (x)  αμήκει ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ g . 

 

Δηλαδή είμαι ςξ ρύμξλξ  1A x A | f (x) B   . Δίμαι ταμεοό όςι η gof ξοίζεςαι αμ 1A  , 

δηλαδή αμ f (A) B  .  

 
 

γ) Έρςχ ξι ρσμαοςήρειπ f,g,h. Αμ h(x) f (x) g(x)   κξμςά ρςξ 0x  και 
0 0x x x x

lim h(x) lim g(x)
 

   

ςόςε 
0x x

lim f (x)


 . 
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Άσκηση 4 
 
i. Πόςε μια ρσμάοςηρη f  με πεδίξ ξοιρμξύ ςξ A  λέμε όςι παοξσριάζει ξλικό ελάυιρςξ ρςξ 

0x A  ςξ 0f (x ) ; 

 
ii. Να διαςσπώρεςε ςξ θεώοημα Bolzano 
 

iii. Πόςε μια ρσμάοςηρη f : A  λέγεςαι ρσμάοςηρη 1-1; 
 
 
Λύρη 
 
i. Μία ρσμάοςηρη f  με πεδίξ ξοιρμξύ A  θα λέμε όςι: 
 

παοξσριάζει ρςξ 0x  ξλικό ελάυιρςξ, ςξ 0f (x ) , όςαμ 0f (x) f (x )  για κάθε x A . 

 
 

ii. Έρςχ μια ρσμάοςηρη f , ξοιρμέμη ρε έμα κλειρςό διάρςημα  ,  . 

 

Αμ η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  ,   και επιπλέξμ, ιρυύει f ( )·f ( ) 0    ςόςε σπάουει έμα 

ςξσλάυιρςξμ 0x ( , )   , ςέςξιξ ώρςε 0f (x ) 0 . Δηλαδή, σπάουει μια ςξσλάυιρςξμ οίζα ςηπ 

ενίρχρηπ f (x) 0  ρςξ αμξικςό διάρςημα ( , )  . 

 
 

iii. Μια ρσμάοςηρη f : A  λέγεςαι ρσμάοςηρη "1-1", όςαμ για ξπξιαδήπξςε 1 2x , x A ιρυύει 

η ρσμεπαγχγή: 
 

αμ 1 2x x  ςόςε 1 2f (x ) f (x ) . 
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Άσκηση 5 
 
i. Να διαςσπώρεςε ςξ θεώοημα ςηπ μέγιρςηπ και ςηπ ελάυιρςηπ ςιμήπ. 
 

ii. Πόςε μια ρσμάοςηρη f  δεμ είμαι ρσμευήπ ρε έμα ρημείξ 0x  ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ; 

 
 
Λύρη 
 

i. Αμ f  είμαι ρσμευήπ ρσμάοςηρη ρςξ [ , ]  , ςόςε η f  παίομει ρςξ [ , ]   μια μέγιρςη ςιμή M  

και μια ελάυιρςη ςιμή m . 
 
 

ii. Μια ρσμάοςηρη f  δεμ είμαι ρσμευήπ ρε έμα ρημείξ 0x  ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ όςαμ α) Δεμ 

σπάουει ςξ όοιό ςηπ ρςξ 0x  ή β) Υπάουει ςξ όοιό ςηπ ρςξ 0x , αλλά είμαι διατξοεςικό από ςημ 

ςιμή ςηπ 0f (x ) , ρςξ ρημείξ 0x . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



6 
 

Άσκηση 6 
 
Πόςε λέμε όςι μια ρσμάοςηρη f είμαι ρσμευήπ ρε έμα αμξικςό διάρςημα (α,β) και πόςε ρε έμα 
κλειρςό διάρςημα [α,β]; 
 
 
Λύρη 
 
Μια ρσμάοςηρη f  λέμε όςι είμαι ρσμευήπ ρε έμα αμξικςό διάρςημα (α,β), όςαμ είμαι ρσμευήπ ρε 
κάθε ρημείξ ςξσ (α,β). 
 
Μια ρσμάοςηρη f  θα λέμε όςι είμαι ρσμευήπ ρε έμα κλειρςό διάρςημα [α,β], όςαμ είμαι ρσμευήπ 

ρε κάθε ρημείξ ςξσ (α,β) και επιπλέξμ 
x
lim f (x) f ( )


   και 

x
lim f (x) f ( )


  . 
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Άσκηση 7 
 
i. Τι ξμξμάζεςαι ακξλξσθία; 
 

ii. Πόςε μπξοξύμε μα αμαζηςήρξσμε ςα όοια 
x
lim f (x)


 και 
x
lim f (x)


; 

 
 
Λύρη 
 

i. Ακξλξσθία ξμξμάζεςαι κάθε ποαγμαςική ρσμάοςηρη *: N   
 
 

ii. Για μα έυει μόημα ςξ όοιξ 
x
lim f (x)


 ποέπει η f  μα είμαι ξοιρμέμη ρε έμα διάρςημα ςηπ 

μξοτήπ ( , )  . Για μα έυει μόημα ςξ όοιξ 
x
lim f (x)


 ποέπει η f  μα είμαι ξοιρμέμη ρε έμα 

διάρςημα ςηπ μξοτήπ ( , )  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



8 
 

Άσκηση 8 
 
i. Να διαςσπώρεςε ςξ θεώοημα Bolzano. Πξια είμαι η γεχμεςοική ςξσ εομημεία; 
 

ii. Να ρσγκοίμεςε ςξσπ αοιθμξύπ x  και x . Πόςε ιρυύει η ιρόςηςα; 

 
 
Λύρη 
 

i. Έρςχ μια ρσμάοςηρη f , ξοιρμέμη ρε έμα κλειρςό διάρςημα  ,  . Αμ η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ 

 ,   και επιπλέξμ, ιρυύει f ( )·f ( ) 0   , ςόςε σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  0x ,   , ςέςξιξ 

ώρςε 0f (x ) 0 . Δηλαδή, σπάουει μια ςξσλάυιρςξμ οίζα ςηπ ενίρχρηπ f (x) 0  ρςξ αμξικςό 

διάρςημα  ,  . 

 
Η γεχμεςοική εομημεία ςξσ Θ.Bolzano είμαι όςι η γοατική παοάρςαρη ςηπ f  ςέμμει ςξμ x x  ρε 
έμα ςξσλάυιρςξμ ρημείξ.  
 
 

ii. Για κάθε x  x x  . Η ιρόςηςα ιρυύει μόμξ όςαμ x 0 . 
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Άσκηση 9  
 

Δίμεςαι ςξ πξλσώμσμξ 
1

1 1 0P(x) x x x 

       και 0x  . Να απξδείνεςε όςι: 

0
0

x x
lim P(x) P(x )


 . 

 
 
Λύρη 
 

Έρςχ ςξ πξλσώμσμξ 
1

1 1 0P(x) x x x 

       και 0x  . 

 
Έυξσμε:  
 

 
0 0

1

1 0
x x x x
lim P(x) lim x x 

 
 

      

 

   
0 0 0

1

1 0
x x x x x x
lim x lim x lim 

 
  

        

 

0 0 0

1

1 0
x x x x x x
lim x lim x lim 

 
  

       

 
1

0 1 0 0 0x x P(x ) 

        

 

Δπξμέμχπ 
0

0
x x
lim P(x) P(x )
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Άσκηση 10 
 

Δίμεςαι η οηςή ρσμάοςηρη 
P(x)

f (x)
Q(x)

 , όπξσ P(x) , Q(x)  πξλσώμσμα ςξσ x  και 0x   με 

0Q(x ) 0 . 

 

Να απξδείνεςε όςι: 
0

0

x x
0

P(x )P(x)
lim

Q(x) Q(x )
 . 

 
 
Λύρη 
 

Δίμαι: 0

0 0

0

x x 0

x x x x
0

x x

lim P(x)
P(x )P(x)

lim f (x) lim
Q(x) lim Q(x) Q(x )



 



   . 

 
 

Δπξμέμχπ, 
0

0

x x
0

P(x )P(x)
lim

Q(x) Q(x )
 , ετόρξμ 0Q(x ) 0 . 
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ΘΕΜΑ Β 
 

Άσκηση 1 
 
Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f με ςύπξ: 
 

2x 1f (x) 3e 5x 3    . 

 
α) Να βοείςε ςξ είδξπ ςηπ μξμξςξμίαπ ςηπ f . 
 
β) Να βοείςε ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f . 
 

γ) Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x) 0  έυει ακοιβώπ μια λύρη ρςξ . 

 
 
Λύρη 
 

α) Η ρσμάοςηρη έυει fD  . Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε: 

 

1 2 1 2 1 2x x 2x 2x 2x 1 2x 1         

 
1 2 1 22x 1 2x 1 2x 1 2x 1

e e 3e 3e
   
     

 

και 1 2 1 2 1 2x x 5x 5x 5x 3 5x 3          

 

άοα 1 22x 1 2x 1

1 2 1 23e 5x 3 3e 5x 3 f (x ) f (x )
 

         . 

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 
 
 
β) Η f  έυει πεδίξ ξοιρμξύ ςξ , είμαι ρσμευήπ και γμηρίχπ τθίμξσρα, άοα έυει ρύμξλξ ςιμώμ 
ςξ: 
 

 
x x

f ( ) lim f (x), lim f (x)
 

 . 

 
Δίμαι: 
 
 

  2x 1

x x
lim f (x) lim 3e 5x 3

 
      

 
2x 1

x x
3 lim e 5 lim x 3 3

 
         

 

(ατξύ 
2x 1 x 2

x x
lim e e lim (e ) e( )

 
     ). 
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2x 1

x x
lim f (x) lim ( 3e 5x 3)

 
      

 
2x 1

x x
3 lim e 5 lim x 3 0 3

 
        

 

(ατξύ 
2x 1 2 x

x x
lim e e lim (e ) e·0 0

 
   ). 

 
 

Δπξμέμχπ είμαι f ( ) ( , )   . 

 
 

γ) Ατξύ ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f  είμαι ςξ  πξσ πεοιέυει ςξ 0, θα σπάουει 0x   ςέςξιξπ 

ώρςε 0f (x ) 0 . Δπειδή επιπλέξμ η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ , η 0x  είμαι μξμαδική 

οίζα ςηπ ενίρχρηπ f (x) 0 . 
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Άσκηση 2 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με ςύπξ: 
2011f (x) 2x 5x 7, x    . 

 
i. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 
 

ii. Να λύρεςε ςημ ενίρχρη f (x) 0 . 

 
iii. Να βοείςε ςξ ποόρημξ ςηπ ρσμάοςηρηπ f . 

 
 
Λύρη 
 

i. Η ρσμάοςηρη f  έυει fD  . Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x . Έυξσμε: 

 
2011 2011 2011 2011

1 2 1 2 1 2x x x x 2x 2x       

 

και 1 2 1 2 1 2x x 5x 5x 5x 7 5x 7        άοα 

 
2011 2011

1 1 2 2 1 22x 5x 7 2x 5x 7 f (x ) f (x ).         

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ .  
 
 
ii. Η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  και γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ διάρςημα ασςό. Δνάλλξσ 

f (1) 2 5 7 0     και επξμέμχπ: f (x) 0 x 1     

 
 

iii. Δίμαι: f (1) 0  και η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ , ξπόςε: 

 

 Για κάθε x 1 , έυξσμε: f (x) f (1) f (x) 0     

 

 Για κάθε x 1 , έυξσμε: f (x) f (1) f (x) 0    
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Άσκηση 3 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 
xf (x) 4 e 2 3   . 

 
i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ.  
 
ii. Να βοείςε ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ.  
 

iii. Να ξοίρεςε ςημ 
1f 
. 

 
 
Λύρη 
 

i. Ποέπει: x xe 2 0 e 2 x ln 2       
 

Άοα fD ln 2,  . 

 
 

ii. Για κάθε 1 2x ,x [ln 2, )   με 1 2x x  έυξσμε: 

 

1 2 1 2 1 2x x x x x x

1 2x x e e e 2 e 2 e 2 e 2             

 

1 2 1 2x x x x
4 e 2 4 e 2 4 e 2 3 4 e 2 3           
 

1 2f (x ) f (x )  

 

Άοα η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ [ln 2, ) . Οπόςε ατξύ η f  είμαι και ρσμευήπ (ποάνειπ 

ρσμευώμ) ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ είμαι: 
 

    
x

f ln 2, f ln 2 , lim f (x)


  
 

 
Έυξσμε: 
 

ln2f (ln2) 4 e 2 3 4·0 3 3       

 

x

x x
lim f (x) lim (4 e 2 3)
 

      

 

Άοα     f ln 2, 3,    

 
 
iii. Η f  είμαι 1-1 χπ γμήρια αύνξσρα (ii) και επξμέμχπ αμςιρςοέτεςαι. 
 

Για κάθε x ln 2,   έυξσμε: f (x) y   
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x

x

y 3
e 2

4
4 e 2 3 y

y 3
0

4


 

    
 



 

 
 

2 2

x
(y 3)y 3

x ln 2e 2
44

y 3 y 3

               
 

  

. 

 
 

Άοα 

2
1 (x 3)

f (x) ln 2
4

  
  

 
 με  1f

D 3,   . 
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Άσκηση 4 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με f (x) 2ln( x 1 1) 3     

 
i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f . 
 
ii. Να απξδείνεςε όςι η f  είμαι “1-1”. 
 

iii. Να ξοίρεςε ςημ 
1f 
. 

 

iv. Να λύρεςε ςημ ενίρχρη 
1f (1 x) 2   . 

 
 
Λύρη 
 
i. Ποέπει: 
 

x 1 0

x 1

x 1 1 0

  
 

   
 

   

 άοα fD 1,   

 
 

ii. Έρςχ  1 2x , x 1,   με 1 2f (x ) f (x ) . Έυξσμε: 

 

1 2 1 2f (x ) f (x ) 2ln( x 1 1) 3 2ln( x 1 1) 3           

 

1 22ln x 1 2ln x 1     

 

1 2 1 2 1 2ln x 1 ln x 1 x 1 x 1 x x          

 
Άοα η f  είμαι “1-1”. 
 
 
iii. Έυξσμε: 
 

y 3
f (x) y y 2ln( x 1 1) 3 ln( x 1 1)

2


            

 
2

y 3 y 3

2 2e x 1 1 e 1 x 1
  
       

 
, ποέπει 

y 3

2e 1 0


  , επξμέμχπ 

 
y 3

22x (e 1) 1, y 3.


     

 

Άοα 

x 3

1 22f (x) (e 1) 1, x [3, )
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iv. 

x 1 3 x 2

1 2 22 2f (1 x) 2 (e 1) 1 2 (e 1) 1
  

            

 
x 2

2(e 1 1


   ή 

x 2

2e 1 1)


      

 
x 2

2(e 2


  ή 

x 2

2e 0


  αδύμαςξμ
x 2

) ln 2 x 2ln 2 2
2


     . 
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Άσκηση 5 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 

x
1

f (x) 3x 2
2

 
   
 

. 

 
i. Να βοείςε ςξ είδξπ μξμξςξμίαπ ςηπ f   
 
ii. Να απξδείνεςε όςι σπάουει μξμαδικόπ x  για ςξμ ξπξίξ η ρσμάοςηρη παίομει ςημ 

ςιμή 2011.  
 

iii. Να λύρεςε ςημ αμίρχρη: x x3x2 2 1   
 
 

Λύρη 
 

i. Η ρσμάοςηρη έυει fD  . Για κάθε 1 2x , x  με 1 2x x  έυξσμε: 

 

1 2x x

1 2

1 1
x x

2 2

   
     

   
 

 

και 1 2 1 2 1 2x x 3x 3x 3x 2 3x 2          

 

άοα 
1 2x x

1 2 1 2

1 1
3x 2 3x 2 f (x ) f (x ).

2 2

   
         

   
 

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 
 
 
ii. Έυξσμε: 
 

x

x x

1
lim f (x) lim 3x 2

2 

  
     

   

 

 

 
x

x x

1
lim 3 lim x 2 2

2 

 
        

 
, ατξύ 

1
0 1

2
    

 

ξπόςε 

x

x

1
lim

2

 
  

 
. 

 
x

x x

1
lim f (x) lim 3x 2

2 

  
     

   

 

 
x

x x

1
lim 3 lim x 2 0 2

2 

 
      

 
, ατξύ 

1
0 1

2
   ξπόςε 
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x

x

1
lim 0

2

 
 

 
 

 
Δπειδή η f  είμαι ρσμευήπ και γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ , έυει ρύμξλξ ςιμώμ ςξ: 

   
x x

f ( ) lim f (x), lim f (x) ,
 

      

 

Δπειδή 2011 f ( )  και η f είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα, σπάουει μξμαδικόπ x  για ςξμ ξπξίξ η 

ρσμάοςηρη παίομει ςημ ςιμή 2011.  
 
 
iii. Η αμίρχρη γίμεςαι:  
 

x

x x

x

1 1
3x2 2 1 3x 1 3x 1

2 2

 
         

 
  

 
x

1
3x 2 3 f (x) 3 f (x) f (0) x 0

2

 
         

 
  

 

(ατξύ f (0) 3 ) και f  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 
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Άσκηση 6 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 
2011f (x) 3x 2x 5, x    . 

 
i. Να απξδείνεςε όςι η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 
 

ii. Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x) 0  έυει ακοιβώπ μία οίζα ςη x 1 . 

 
iii. Να βοείςε ςξ ποόρημξ ςηπ f . 

 
 
Λύρη 
 

i. Η ρσμάοςηρη έυει fD  . Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε: 

 
2011 2011 2011 2011

1 2 1 2 1 2x x x x 3x 3x      

 

και 1 2 1 2 1 2x x 2x 2x 2x 5 2x 5       . 

 

Άοα 
2011 2011

1 1 2 2 1 23x 2x 5 3x 2x 5 f (x ) f (x )       . 

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 
 
 

ii. Έυξσμε: f (1) 0  άοα x 1  οίζα ςηπ f (x) 0  και επειδή η f  γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  η 

οίζα ασςή είμαι μξμαδική.  
 
 
iii. Ατξύ η ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  χπ πξλσχμσμική και x 1  η μξμαδική ςηπ οίζα, 

ςόςε ρύμτχμα με ςξ θεώοημα Bolzano διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ ρςα διαρςήμαςα ( ,1)  και 

(1, ) . 

 

Η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  άοα για κάθε x 1  ιρυύει f (x) f (1) 0  , εμώ για κάθε 

x 1  ιρυύει f (x) f (1) 0  . 
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Άσκηση 7 
 

Να βοείςε ςξ 
x 1
limf (x)


, όςαμ: 

 

i. 
x 1

2x 1
lim

f (x)


   

 

ii.  
x 1

f (x)
lim

4x 3
 


 

 

iii.   
x 1
lim f (x)(3x 4)


    

 
 
Λύρη 
 

i. Θέςξσμε 
2x 1

g(x)
f (x)


  και επειδή 

x 1
limg(x)


  είμαι g(x) 0  για ςιμέπ κξμςά ρςξ 1. 

 

Δπίρηπ: 
2x 1 2x 1

g(x) f (x)
f (x) g(x)

 
    

 

Οπόςε: 
x 1 x 1 x 1

2x 1 1
limf (x) lim lim (2x 1) 0

g(x) g(x)  

 
    

 
 

 
 

ii. Θέςξσμε: 
f (x)

h(x)
4x 3




, ξπόςε f (x) (4x 3)h(x)   

 

Δπίρηπ 
x 1
limh(x)


   

 

Άοα    
x 1 x 1
limf (x) lim (4x 3)h(x) 7·
 

       

 
 
iii. Θέςξσμε:  
 

f (x)(3x 4) (x)   , ξπόςε 
x 1
lim (x)

    

 

Δπίρηπ 3x 4 0   για ςιμέπ κξμςά ρςξ 1, ξπόςε 
k(x)

f (x)
3x 4




 

 

Άοα 
x 1 x 1

1 1
limf (x) lim k(x) ( )

3x 4 7 

 
      

. 

 
 
 
 



22 
 

Άσκηση 8 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ και γμηρίχπ μξμόςξμη ρσμάοςηρη  f : 1,5  ςηπ ξπξίαπ η γοατική παοάρςαρη 

πεομάει από ςα ρημεία A(1,8)  και B(5,12) . 

 
i. Να απξδείνεςε όςι η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα.  
 

ii. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη f  παίομει ςημ ςιμή 
29

3
 

 

iii. Υπάουει μξμαδικό  0x 1,5  ςέςξιξ ώρςε:  

 

0

2f (2) 3f (3) 4f (4)
f (x )

9

 
  

 
 
Λύρη 
 

i. Δίμαι: f (1) 8  και f (5) 12  και ατξύ  γμηρίχπ μξμόςξμη θα είμαι γμηρίχπ αύνξσρα  

(1 5  και f (1) f (5) ). 

 
 

ii. Η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα και ρσμευήπ ρςξ  1,5  άοα έυει ρύμξλξ ςιμώμ ςξ:  

        f 1,5 f 1 ,f 5 8,12     

 

  
29

f 1,5
3
  

 
 

iii. Δπειδή η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα για κάθε 1 2 fx , x D  με 1 2x x  θα είμαι 1 2f (x ) f (x ) . 

Έςρι έυξσμε:  
 

1 2 5 f (1) f (2) f (5) 8 f (2) 12 16 2f (2) 24            

 

1 3 5 f (1) f (3) f (5) 8 f (3) 12 24 3f (3) 36            

 

1 4 5 f (1) f (4) f (5) 8 f (4) 12 32 4f (4) 48            

 
ξπόςε:  

72 2f (2) 3f (3) 4f (4) 108      

 

2f (2) 3f (3) 4f (4)
8 12

9

 
   

 

Άοα ρύμτχμα με ςξ θεώοημα εμδιαμέρχμ ςιμώμ θα σπάουει 0x (1,5)  ςέςξιξ ώρςε: 

0

2f (2) 3f (3) 4f (4)
f (x )

9

 
  και ατξύ f  γμηρίχπ αύνξσρα θα είμαι μξμαδικό. 
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Άσκηση 9 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 
xf (x) ln(3e 1) 2   . 

 
i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f . 
 
ii. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι. 
 

iii. Να ξοίρεςε ςημ 
1f 
. 

 

iv. Να λύρεςε ςημ αμίρχρη 
1f (x) f (ln5 2) 2   . 

 
 
Λύρη 
 

i. Για μα ξοίζεςαι η f , ποέπει: x3e 1 0   πξσ αληθεύει για κάθε x R . Άοα, ςξ πεδίξ 

ξοιρμξύ ςηπ είμαι: fD   

 
 

ii. Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε:  

 
1 2 1 2 1 2x x x x x x

1 2x x e e 3e 3e 3e 1 3e 1           

 
1 2 1 2x x x x

n(3e 1) n(3e 1) n(3e 1) 2 n(3e 1) 2           

 

1 2f (x ) f (x ).  

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, άοα 1 1  ξπόςε αμςιρςοέτεςαι.  
 
 
iii. Έυξσμε:  

x y 2 xf (x) y y 2 n(3e 1) e 3e 1          

 
y 2 y 2

x e 1 e 1
e , 0

3 3

  
   ξπόςε

y 21
x n (e 1), y 2.

3

     

 

Άοα  1 x 21
f (x) ln (e 1), x 2,

3

        

 
 
iv. Έυξσμε:  

   1 x ln51
f (x) f (ln5 2) 2 ln 3e 1 2 ln e 1 2

3

           

 

 x x x4 4
ln 3e 1 ln 3e 1 9e 3 4

3 3
          

x 1 1
e x ln x ln9

9 9
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Άσκηση 10 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 
3f (x) 2x 3x 1     

 
i. Να βοείςε ςξ είδξπ μξμξςξμίαπ ςηπ f . 
 
ii. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι.  
 

iii. Να λσθεί η ενίρχρη 
1f (x) 2   

 

iv. Να  λσθεί η αμίρχρη 
1f (x) x 1    

 
 
Λύρη 
 
i. Η ρσμάοςηρη f  έυει πεδίξ ξοιρμξύ ςξ . 
 

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε:  

 
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x 2x 2x       

 
και  
 

1 2 1 2 1 2x x 3x 3x 3x 1 3x 1          

 
 άοα  
 

3 3

1 1 2 2 1 22x 3x 1 2x 3x 1 f (x ) f (x ).          

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα.  
 
 
ii. Η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα άοα και 1 1  ξπόςε αμςιρςοέτεςαι.  
 
 

iii.   1 1f (x) 2 f f x f (2) x 23         

 
 
iv. Δπειδή η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, θα ιρυύει:  
 

   1 1f (x) x 1 f f (x) f x 1        

 

   3 2x 2 x 3x 3x 1 3 x 1 1          

 
3 22x 6x 10x 6 0     (Συήμα Horner)  

 

   2x 1 · 2x 4x 6 0 x 1        (ατξύ 
22x 4x 6 0    διόςι 16 48 32 0      ) 
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Άσκηση 11 
 

Δίμεςαι η γμηρίχπ αύνξσρα ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύει: 
 

f (f (x)) f (x) 3x 2    για κάθε x  και f (1) 3  

 

i. Να βοείςε ςξ 
1f (1)

. 

 

ii. Να βοείςε ςξ f (3)  

 

iii. Να λσθεί η ενίρχρη 
1f (x) 3   

 

iv. Να βοεθεί ςξ 
  x

3 x x x
lim

f f x f (x) 2

  

 
 

 
 
Λύρη 
 
i. Η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  άοα και 1 1 , ξπόςε αμςιρςοέτεςαι. Θέςξσμε όπξσ x  ςξ 

1f (1)
 ρςη δξθείρα ρυέρη και έυξσμε: 

 

        1 1 1f f f 1 f f 1 3f 1 2       

 

1 1 1 2
f (1) 1 3f (1) 2 4 2 3f (1) f (1)

3

           

 
 
ii. Για x 1  η δξθείρα ρυέρη γίμεςαι:  
 

  f f 1 f (1) 3·1 2 f (3) 3 5 f (3) 2         

 
 
iii. Δίμαι:  
 

1f (x) 3 x f (3) x 2       (από ii)  

 
 
iv. Δίμαι:  
 

 x x

3 x x x 3 x x x
lim lim

f f (x) f (x) 2 3x 

     
 

 
 

 
 

x

x 1 x 1 1
lim ·

x 3 x 3 3
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ατξύ είμαι: 
xx 1

x x x


    

 

1 x 1

x x x


    και 

x x

1 1
lim lim 0

x x 

 
    
 

 

 
 
 

Οπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ θα είμαι και 
x

x
lim 0

x


 . Όμξια και για ςξ 

x

x
lim

x


. 
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Άσκηση 12 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρςξ  ρσμάοςηρη f  για ςημ ξπξία ιρυύει όςι: 
2x 1

f (x) x (x 1)
lim 2

x 1

  



 

 

i. Να απξδείνεςε όςι η γοατική παοάρςαρη ςηπ f  πεομάει από ςξ ρημείξ M(1,1)  

 

ii. Να βοείςε ςξ 
2x 1

3f (x) 2 1
lim

x 1

 


 

 
 
Λύρη 
 

i. Θέςξσμε:
2

2

f (x) x (x 1)
g(x) f (x) (x 1)g(x) x (x 1).

x 1

  
      


  

 
Έςρι έυξσμε: 
 

2

x 1 x 1
limf (x) lim g(x)(x 1) x (x 1) 1
 

      
 

 

 

Δπειδή η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  θα ιρυύει: 
x 1

f (1) limf (x) 1


   

 

Άοα η γοατική ςηπ παοάρςαρη πεομάει από ςξ ρημείξ M(1,1)  

 
 

ii. Δίμαι  
x 1
lim 3f (x) 2 1 0


   , ξπόςε 3f (x) 2 0  , κξμςά ρςξ 0x  

 
Άοα 
 

 2

2 2 2x 1 x 1 x 1

3 x 1 g(x) 3 x 3 (x 1) 33f (x) 2 1 3f (x) 3
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

       
  

  
 

 

 
 

x 1 x 1 x 1

3 x 1 (x 1)
lim 3g(x) lim 3lim

(x 1)(x 1) (x 1)(x 1)  

  
   

   
 

 

 

  x 1 u 0

x 13 3 u
6 ·lim lim

2 2 ux 1 x 1 

 
   

 
 

 

3 3 21
6

4 2 4
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Άσκηση 13 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 
x 1

f (x) 2ln 3
1 x


 


. 

 
i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f . 
 
ii. Να απξδείνεςε όςι η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ. 
 

iii. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι και μα μελεςήρεςε ςημ 
1f 
 χπ ποξπ ςη ρσμέυεια. 

 

iv. Να βοείςε ςα όοια: 
x 1
limf (x)


 και 
x 1
lim f (x)


 

 
 
Λύρη 
 
i. Για μα ξοίζεςαι η f , ποέπει: 
 

22 2x 1
0 1 x 0 x 1 x 1 x 1 1 x 1

1 x


             


 

 

Άοα ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ είμαι ςξ:  fD 1,1   

 
 

ii. Η f  είμαι ρσμευήπ χπ ρύμθερη ςχμ ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ 2f  και 1f  με 

1f (x) 2ln x 3   και 
2

x 1
f (x)

1 x





, ατξύ για κάθε  x 1,1  , ιρυύει:  

 

   1 2 1 2 2

x 1
f of (x) f f (x) 2ln f (x) 3 2ln 3

1 x


    


 

 
 

iii. Για κάθε 1 2x ,x ( 1,1)   με 1 2f (x ) f (x )  έυξσμε:  

 

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

x 1 x 1 x 1 x 1
f (x ) f (x ) 2ln 3 2ln 3

1 x 1 x 1 x 1 x

   
       

   
 

 

1 1 2 2 2 1 2 1 1 2x x x 1 x x 1 x x x x x .          

 
Άοα η f  αμςιρςοέτεςαι.  
 

 Δίμαι:  
 

y 3

2
x 1 x 1

f (x) y y 2ln 3 e
1 x 1 x


 

      
 

 

y 3
y 3 y 3 y 3 y 3 2

2 2 2 2
y 3

2

e 1
x 1 e x·e (1 e )·x e 1 x

e 1
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Δπειδή:  
y 3 y 3

2 2

y 3 y 3

2 2

e 1 e 1
1 x 1 1 1 1

e 1 e 1

 

 

 
        

 

 

 

και 

y 3

2

y 3

2

e 1
1

e 1






 



 

 

ή 1 1   και 

y 3

22e 0


  πξσ αληθεύξσμ για κάθε y , παίομξσμε:  

 
x 3

2
1

x 3

2

e 1
f (x) , x

e 1








 



 

 

 Η 
1f 
 είμαι ρσμευήπ χπ πηλίκξ ςχμ ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ 

x 3

2
1f (x) e 1



   και 

x 3

2
2f (x) e 1



  . Η 1f  είμαι ρσμευήπ χπ ρύμθερη ςχμ ρσμευώμ 
x

1g (x) e 1   και 

2

x 3
g (x)

2


  

 
Ποάγμαςι για κάθε x , ιρυύει:  
 

    
x 3

2
1 2 1 2 1g og (x) g g x e 1 f (x)



     

 

Η 2f  είμαι ρσμευήπ χπ ρύμθερη ςχμ ρσμευώμ 
x

1h (x) e 1   και 
2

x 3
h (x)

2


 . 

 
Ποάγμαςι για κάθε x R , ιρυύει:  
 

   
x 3

2
1 2 1 2 2h oh (x) h h (x) e 1 f (x)



     

 
 
iv. Δίμαι:  
 

x 1 x 1

x 1
limf (x) lim(2ln 3)

1 x 


 


 

 

Αμ θέρξσμε 
x 1

u
1 x





 και ατξύ για x 1 u   , θα έυξσμε:  

 

x 1 u
limf (x) lim (2ln u 3)
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x 1 x 1 x 1

x 1
lim f (x) lim f (x) lim 2ln 3

1 x   

 
   

 
 

 

Αμ θέρξσμε 
x 1

u
1 x





 και ατξύ για x 1 u 0   , έυξσμε 

 

 
x 1 u 0
limf (x) lim 2ln u 3
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Άσκηση 14 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη *f :   και η ρσμάοςηρη g  με ςύπξ 
x 2

g(x) ln
2 x





 

 
i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ fog. 
 

ii. Να βοείςε ρσμάοςηρη h  για ςημ ξπξία μα ιρυύει:  hog (x) x . 

 
iii. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη h  είμαι πεοιςςή. 

 
 
Λύρη 
 

i. Για μα ξοίζεςαι η g , ποέπει:  
x 2

0 x 2,2
2 x


   


. Άοα ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ g  είμαι ςξ:  

 

 gD 2,2  . 

 

Δπίρηπ έυξσμε: 
*

fD   ξπόςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ fog είμαι: 

 

fog

x 2 x 2
D x ( 2,2) / n 0 x ( 2,2) / 1

2 x 2 x

    
           

    
 

 

 x ( 2,2) / x 0 ( 2,0) (0,2)      . 

 
 

ii. Ιρυύει  
x 2

(hog)(x) x h g(x) x h ln x
2 x

 
     

 
 (1) 

 

Θέςξσμε 
x 2

u ln
2 x





, ξπόςε έυξσμε:  

u u ux 2 x 2
u ln e 2e xe x 2

2 x 2 x

u

u

2e 2
x

e 1
 ατξύ ue 1 0  , για κάθε 

u . 
 

Άοα η (1) γίμεςαι: 

u

u

2e 2
h(u)

e 1





 ή 

x

x

2e 2
h(x) .

e 1





 

 
 
iii. 

 Για κάθε x  και x  . 

 Για κάθε x  έυξσμε: 

x x xx

x x x

x

2
2

2e 2 2 2e 2e 2eh( x) h(x).
1e 1 1 e 1 e

1
e

 

Άοα η h  πεοιςςή. 
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ΘΕΜΑ Γ 
 

Άσκηση 1 
 

Δίμξμςαι ξι ρσμευείπ ρςξ  ρσμαοςήρειπ f  και g  για ςιπ ξπξίεπ ιρυύξσμ: 

 

 f (x) 0  για κάθε x . 

 

 Οι γοατικέπ ςξσπ παοαρςάρειπ ςέμμξμςαι ρςξ A(2, 1) . 

 

 1 1    και 2 5   είμαι δύξ διαδξυικέπ οίζεπ ςηπ g(x) 0 . 

 
 
Να απξδείνεςε όςι: 
 
α) η ρσμάοςηρη f  διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ ρςξ . 
 

β) g(x) 0  για κάθε x ( 1,5)  . 

 

γ) 
4 2

3x

f (3)·x 2x 1
lim

g(2)·x 5

 
 


 

 
 
Λύρη 
 

α) Η ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  και f (x) 0  για κάθε x . 

 

Έρςχ 1 2x , x   με 1 2f (x )·f (x ) 0 . 

 

Τόςε από ςξ θεώοημα Bolzano σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ 0 1 2x (x ,x )  ςέςξιξ ώρςε 0f (x ) 0  

πξσ είμαι άςξπξ. 
 
Άοα η f  διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ ρςξ . 
 
 

β) Η ρσμάοςηρη g  είμαι ρσμευήπ ρςξ ( 1,5)  και g(x) 0  ρςξ ( 1,5)  ατξύ 1  και 5  είμαι 

διαδξυικέπ οίζεπ ςηπ g(x) 0 . 

 

Άοα διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ ρςξ ( 1,5) . Δπίρηπ g(2) 1 0   . Οπόςε g(x) 0  για κάθε 

x ( 1,5)  . 

 
 

γ) Δίμαι: f (2) 1 0   . Άοα από α) είμαι f (x) 0  για κάθε x . 

 

Οπόςε f (3) 0 . Δπίρηπ από β) g(2) 0 . 

 

Άοα 

4 2

3x x

f (3)·x 2x 1 f (3)
lim lim ·x

g(2)·x 5 g(2) 

  
   

  
. 
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Άσκηση 2 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f : (0, )   με ςύπξ: 

 
4f (x) 2x 3ln x 1   .  

 
i. Να ενεςάρεςε χπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςη ρσμάοςηρη f .  
 
ii. Να βοείςε ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ ρσμάοςηρηπ f .  
 

iii. Να απξδείνεςε όςι για κάθε  , η ενίρχρη f (x)    έυει μξμαδική οίζα. 

 

iv. Να απξδείνεςε όςι σπάουει μξμαδικόπ ποαγμαςικόπ αοιθμόπ 0   για ςξμ ξπξίξ ιρυύει: 
  

4 1 3 1
ln

2 2
  


 

 
 
Λύρη 
 

i. Η ρσμάοςηρη f  έυει fD (0, )  . Για κάθε 1 2x ,x (0, )   με 

 

1 2x x  έυξσμε: 
4 4 4 4

1 2 1 2 1 2x x x x 2x 2x      και  

 

1 2 1 2 1 2 1 2x x ln x ln x 3ln x 3ln x 3ln x 1 3ln x 1          

 

άοα 
4 4

1 1 2 2 1 22x 3ln x 1 2x 3ln x 1 f (x ) f (x )       . 

 

Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ (0, ) . 

 
 

ii. Η f  είμαι ρσμευήπ και γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ (0, )  άοα έυει ρύμξλξ ςιμώμ ςξ:  

 

xx 0
f ((0, )) ( lim f (x), lim f (x))

 
  . 

 
Δίμαι: 
 

 
4

x 0 x 0
lim f (x) lim(2x 3ln x 1) 0 1

  
        

 

 
4

x x
lim f (x) lim (2x 3ln x 1) ( ) ( ) 1
 

           

 

Δπξμέμχπ είμαι: f ((0, )) ( , )    . 

 
 
iii. Η ρσμάοςηρη f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα και έυει ρύμξλξ ςιμώμ ςξ , άοα η ενίρχρη 

f (x)   , όπξσ  , έυει μξμαδική οίζα. 

 
iv. Έυξσμε: 
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4 41 3 1
ln 2 1 3(ln1 ln )

2 2
         


 

 
4 42 1 3ln 2 3ln 1 0 f ( ) 0             

 

Αοκεί μα δείνξσμε λξιπόμ όςι σπάουει μξμαδικό 0   ςέςξιξ ώρςε f ( ) 0  . Ασςό ιρυύει ατξύ 

0 f ((0, ))   και η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ (0, ) . 
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Άσκηση 3 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύει η ρυέρη: 
32f (x) 3 2x 3f (x)   , για 

κάθε x . 
 

i. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη είμαι ρσμευήπ ρςξ . 
 
ii. Αμ ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f  είμαι ςξ , μα απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι και μα 

βοείςε ςημ 
1f 
. 

 

iii. Να λύρεςε ςημ ενίρχρη f (x) 0 . 

 

iv. Να βοείςε ςα κξιμά ρημεία ςχμ γοατικώμ παοαρςάρεχμ ςχμ ρσμαοςήρεχμ f  και 
1f 
. 

 
 
Λύρη 
 

i. 
3 32f (x) 3 2x 3f (x) 2f (x) 3f (x) 2x 3        για κάθε x . 

 

Για 0x x  είμαι 
3

0 0 02f (x ) 3f (x ) 2x 3   . 

 
Αταιοώμςαπ καςά μέλη, έυξσμε: 
 

 3 3

0 0 02 f (x) f (x ) 3 f (x) f (x ) 2(x x )         

 

   2 2

0 0 0 02 f (x) f (x ) f (x) f (x)f (x ) f (x ) 3 f (x) f (x )        02(x x )   

 

0
0 2 2

0 0

2(x x )
f (x) f (x )

2 f (x) f (x)f (x ) f (x ) 3


 

    

 

 

Ατξύ 
2 2

0 02f (x) 2f (x)f (x ) 2f (x ) 3 0,     διόςι είμαι δεσςεοξβάθμιξ ςοιώμσμξ χπ ποξπ f (x)  

με διακοίμξσρα: 
 

2 2 2 2

0 0 0 04f (x ) 4·2(2f (x ) 3) 4f (x ) 16f (x ) 24         

 
2 2

0 o12f (x ) 24 12 f (x ) 2 0         

 

Άοα: 
0

0 02 2

0 0

2 x x
f (x) f (x ) 2 x x

2f (x) 2f (x)f (x ) 2f (x ) 3


   

  
.  

 

Οπόςε 0 0 02 x x f (x) f (x ) 2 x x       

 

Αλλά 
0 0

0 0
x x x x
lim 2 x x lim 2 x x 0
 

            ξπόςε ρύμτχμα με ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ, θα 

ιρυύει: 
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0 0
0 0

x x x x
lim[f (x) f (x )] 0 lim f (x) f (x )
 

    .  

 
 

ii. Έρςχ 1 2x , x R  με 1 2f (x ) f (x )  ςόςε 
3 3 3 3

1 2 1 2f (x ) f (x ) 2f (x ) 2f (x )   .  

 

Δπίρηπ 1 2 1 2f (x ) f (x ) 3f (x ) 3f (x )   και ποξρθέςξμςαπ καςά μέλη, έυξσμε:  

 
3 3

1 1 2 2 1 2 1 22f (x ) 3f (x ) 2f (x ) 3f (x ) 2x 3 2x 3 x x         .  

 

Άοα η f  είμαι 1-1 και επξμέμχπ αμςιρςοέτεςαι. Η 
1f 
 έυει πεδίξ ξοιρμξύ ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ 

f  πξσ είμαι ςξ .  
 

Δίμαι: 
1f (x) y x f (y)     

 

Οπόςε: 
3 3 12f (x) 3f (x) 2x 3 2y 3y 2f (y) 3         

 

Άοα 

3
1 2x 3x 3

f (x) , x
2

  
    

 
 

iii. 

3
1 2·0 3·0 3 3

f (x) 0 x f (0)
2 2

  
        

 
 

iv. Η 
1f 
 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  άοα και η f , ξπόςε ςα κξιμά ςξσπ ρημεία είμαι ρςημ 

y x . 

 
3

1 1 2x 3x 3
f (x) f (x) f (x) x x

2

   
      

 
3 32x 3x 3 2x 2x x 3 0 x 1           

 
 
Παοαςήοηρη: Τιπ ποξςάρειπ 
 

Α) Αμ η f  είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη ςόςε και η 
1f 
 είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη με ςξ ίδιξ είδξπ 

μξμξςξμίαπ. 
 

Β) Aμ η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ςόςε ςα κξιμά ρημεία ςχμ fC  και 1f
C  , (αμ σπάουξσμ), 

βοίρκξμςαι ρςημ εσθεία y x . 

 
Ποέπει μα ςιπ απξδεικμύξσμε για μα ςιπ υοηριμξπξιήρξσμε ρε μία άρκηρη. 
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Άσκηση 4  (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη  f : 1,2   και ξ μιγαδικόπ αοιθμόπ: 

 

2f ( 1) f (2)i
z

1 i

 



 για ςξμ ξπξίξ ιρυύει όςι 

3
Im(z)

2
  και 

5
Re(z)

2
 . 

 

i. Να γοάφεςε ςξμ z  ρςη μξοτή i, ,   . 

 

ii. Να απξδείνεςε όςι: 2f ( 1) f (2) 3   . 

 

iii. Να απξδείνεςε όςι σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ ( 1,2)   ςέςξιξ ώρςε  

 

f ( ) 1 2 f ( )
0

2 1

   
 

 
 

 
 
Λύρη 
 
i. Δίμαι: 
 

     2f ( 1) f (2)i (1 i) 2f ( 1) f (2) 2f ( 1) f (2) i
z

(1 i)(1 i) 2

       
  

 
 

 

2f ( 1) f (2) 2f ( 1) f (2)
i

2 2

   
  

 
 

ii. 
3 2f ( 1) f (2) 3

Im(z) 2f ( 1) f (2) 3
2 2 2

 
         

 
 

iii. Για 2   και 1   η ενίρχρη ιρξδύμαμα γίμεςαι:  
 

    
f ( ) 1 2 f ( )

0 1 f ( ) 1 ( 2) 2 f ( ) 0
2 1

   
           

 
  

 

f ( ) f ( ) 1 2 f ( ) 4 2f ( ) 0 3f ( ) 3 3 0                 . 

 

Έρςχ g(x) 3f (x) 3x 3   . Η g  είμαι ρσμευήπ ρςξ  1,2  χπ άθοξιρμα ρσμευώμ 

ρσμαοςήρεχμ. 
 
Δπίρηπ: 
 

 g( 1) 3f ( 1) 3( 1) 3 3 f ( 1) 2           

 

 g(2) 3f (2) 3·2 3 3f (2) 3 3 3 2f ( 1) 3           
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 12 6f ( 1) 6 f ( 1) 2        

 

Παοαςηοξύμε όςι: 
2g( 1)·g( 2) 18[f ( 1) 2] 0       .  

 
Διακοίμξσμε ςιπ πεοιπςώρειπ: 
 

 Αμ g( 1)·g(2) 0 g( 1) 0      ή g(2) 0 , ςόςε f ( 1) 2   ξπόςε και f (2) 1   (απξ ςξ 

(ii)). Τόςε όμχπ θα είμαι 
5 3

z i
2 2

   ΑΤΟΠΟΝ από ςημ σπόθερη. Άοα θα είμαι 

 

 g( 1)·g(2) 0   ςόςε από ςξ θεώοημα Bolzano ποξκύπςει όςι σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ 

( 1,2)   ςέςξιξ, ώρςε 

 

g( ) 0 3f ( ) 3 3 0         

 

   ( 1) f ( ) 1 ( 2) 2 f ( ) 0          

 

f ( ) 1 2 f ( )
0

2 1

   
 

 
 

 
 

Δηλαδή ςξ ( 1,2)   είμαι οίζα και ςηπ αουικήπ ενίρχρηπ. 
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Άσκηση 5 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f :   η ξπξία είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη ρςξ  και η γοατική 

ςηπ παοάρςαρη διέουεςαι από ςα ρημεία A( 1,0)  και B(2,3) . 

 
i. Να απξδείνεςε όςι η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα. 
 
ii. Να βοείςε ςξ ποόρημξ ςηπ f . 
 

iii. Να λύρεςε ςημ ενίρχρη 
xf (2e 1) 3  . 

 

iv. Να λύρεςε ςημ αμίρχρη f (3x 5) 0  . 

 
 
Λύρη 
 

i. Δπειδή η f  είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη και με 1 2   είμαι f ( 1) 0 f (2) 3    , η f  είμαι 

γμηρίχπ αύνξσρα. 
 
 

ii. Δίμαι: f ( 1) 0   και επειδή η ρσμάοςηρη f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα (άοα και 1-1) η ςιμή πξσ 

μηδεμίζει ςημ f  είμαι μξμαδική. Δπξμέμχπ για: 
 

x 1 f (x) f ( 1) f (x) 0        

 

x 1 f (x) f ( 1) f (x) 0       . 

 

Άοα f (x) 0  για κάθε x ( , 1)    και f (x) 0  για κάθε x ( 1, )   . 

 
 
iii. Ατξύ η f  είμαι 1-1 έυξσμε: 
 

x x xf (2e 1) 3 f (2e 1) f (2) 2e 1 2          

 

x x 1 1
2e 1 e x ln x ln 2

2 2
         

 
 
iv. Ατξύ η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα έυξσμε: 
 

f (3x 5) 0 f (3x 5) f ( 1) 3x 5 1 3x 6 x 2                . 
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Άσκηση 6 (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμξμςαι ξι μιγαδικξί αοιθμξί: 1 2z 2 2i, z 2 2i     και 1 2z x·z xz , x    , x 0  

 

Αμ 

2

2

1 2

z
f (x)

z z x
  μα σπξλξγίρεςε ςα όοια:  

 

i.  
x
lim f (x)


  

 

ii.  
x 0
limf (x)


  

 

iii.  
x

1
lim f

x

 
 
 

 

 
 
Λύρη 
 

i. Δίμαι: z x(2 2i) x(2 2i) (2 x 2x) (2 x 2x)i           , ξπόςε 
2 2 2z (2 x 2x) (2 x 2x)        

 
2 2 2 2 2 24 x 4x 8x x 4 x 4x 8x x 8 x 8x             

 

1 2z z (2 2i)(2 2i) 4 4 8       

 

Δπξμέμχπ 

22 2

2

8 x 8x x
f (x) 1

8x x

   
   

 
 

 

Άοα 

22 2

2x x x

8 x 8x x
lim f (x) lim lim 1 0 1 1

8x x  

    
       

   

  

 

ατξύ 
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
       και 

x x

1 1
lim 0, lim 0

x x 
    ξπόςε, λόγχ ςξσ  

κοιςηοίξσ παοεμβξλήπ,
x

x
lim 0

x


 .  

 

ii. 

2

2

x 0 x 0

x
limf (x) lim 1 1 1 2

x 

  
      

   

 

 

iii. 

2

2

1x x
y 0

x

1
1 yxlim f lim 1 lim 1 2

1x y

x
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Άσκηση 7  (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι ξ μιγαδικόπ αοιθμόπ 
2i

z 2x , x
x i

  


. 

 

i. Να γοατεί ξ μιγαδικόπ αοιθμόπ z  ρςη μξοτή i . 

 

ii. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ 
x
lim Re(z)


. 

iii. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ: 
x

1
lim Im(z) x

2

 
 

 
 

 
 
Λύρη 
 

i. Δίμαι: 
2 2

2i 2i(x i) 2xi 2
z 2x 2x 2x

x i x 1 x 1

 
      

  
 

 

2 2

2 2x
2x i

x 1 x 1

 
  

  
 

 

ii. 
2x x

2
lim Re(z) lim 2x 0

x 1 

 
      

 
  

 
 

iii. Για x 0 , έυξσμε: 
2 2x x x

1 1 2x x x
lim Im(z) x lim · x lim

2 2 x 1 x 1  

   
           

 

x x
2

22

x x x 1
lim lim · 0·1 0

11 x
1x 1

xx

 

 
  

   
       

 

 

Ατξύ 
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
        και  

 

x x

1 1
lim lim 0

x x 

   
        
   

 

ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ έυξσμε και 
x

x
lim 0

x


 .  
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Άσκηση 8 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  ρσμευήπ ρςξ [ 3,3]  για ςημ ξπξία ιρυύει 
2 23x 4f (x) 27   για κάθε 

x [ 3,3]  . 

 

i. Να βοείςε ςιπ οίζεπ ςηπ ενίρχρηπ f (x) 0 . 

 

ii. Να απξδείνεςε όςι η f  διαςηοεί ποόρημξ ρςξ διάρςημα ( 3,3) . 

 
iii. Να βοεθεί ξ ςύπξπ ςηπ f . 

iv. Αμ επιπλέξμ f (1) 6  μα βοείςε ςξ όοιξ 
x 0

3 3
f (x)

2lim
x


. 

 
Λύρη 
 

i. Αμ   οίζα ςηπ f (x) 0 , ςόςε έυξσμε: 
2 2 23 4f ( ) 27 9 3        ή 3   . 

 
 

ii. Δπειδή η ρσμάοςηρη f , χπ ρσμευήπ ρςξ [ 3,3] , είμαι ρσμευήπ ρςξ ( 3,3)  και δεμ 

μηδεμίζεςαι ρςξ διάρςημα ασςό, διαςηοεί ποόρημξ ρςξ ( 3,3) . 

 
iii.  

 Αμ f (x) 0 , ςόςε από ςη ρυέρη 
2 23x 4f (x) 27   έυξσμε: 

 

227 3x
f (x) , x [ 3,3]

2


     

 

 Αμ f (x) 0 , ςόςε από ςη ρυέρη 
2 23x 4f (x) 27   έυξσμε: 

 

227 3x
f (x) , x [ 3,3]

2


    

 

iv. f (1) 6 0   άοα από ςξ εοώςημα (Γ3) έυξσμε:  

 

227 3x
f (x) , x [ 3,3]

2


   . 

 

Οπόςε 

2

2

x 0 x 0 x 0

3 3 27 3x 3 3
f (x)

27 3x 3 32 2 2lim lim lim
x x 2x  


 

 
  

 
 

2

2 2x 0 x 0

27 3x 27 3x
lim lim 0

2x( 27 3x 3 3) 2( 27 3x 3 3) 
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Άσκηση 9 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη  f : 0,   για ςημ ξπξία ιρυύει:  

 

2 8 2 x
x 2x 9 3 xf (x) x 3

x 3
         για κάθε x 0 .Να βοείςε: 

 

i. Τξ όοιξ: 
2

x 0

x 2x 9 3
lim

2x

  
. 

 

ii. Τξ όοιξ: 
7

x 0

2
lim x

x
 . 

 

iii. Τξ όοιξ:
x 0
limf (x)


. 

 

iv. Τξ f (0) . 

 
 
 
Λύρη 
 

i. 

 

2 2

x 0 x 0 2

x 2x 9 3 x 2x 9 9
lim lim

2x 2x x 2x 9 3
 

     
 

  
 

 

 

 x 0 2

x x 2 1
lim

62x x 2x 9 3





  
 

 
 

ii. Δπειδή 
2

1
x

   για κάθε x 0 , έυξσμε:  

 

7 7 7 7 7 72 2 2
x x · x x x x

x x x
          

 

Αλλά  7 7

x 0 x 0
lim x lim x 0
 

    

Οπόςε ρύμτχμα με ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ θα είμαι 
7

x 0

2
lim x 0

x

 
  

 
 

 
 

iii. Για κάθε x 0  έυξσμε:  
 

2 8 2 x
x 2x 9 3 xf (x) x 3

x 3
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8
2

2 x
x

x 2x 9 3 x 3f (x)
x x

 
  

   

 

Αλλά 
2 2

x 0 x 0

x 2x 9 3 x 2x 9 3 1
lim 2lim

x 2x 3 

     
   (από i εοώςημα). 

 

8

7

x 0 x 0

2 x
x

2 1 1 1x 3lim lim x 0
x x 3 3 3 

 
 

      
 

 (από ii εοώςημα)  

 

Άοα ρύμτχμα με ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ είμαι 
x 0

1
limf (x)

3
  

 
 

iv. Ατξύ η ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  0, , είμαι ρσμευήπ και ρςξ x 0 . Άοα 

x 0

1
f (0) limf (x)

3
  . 
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Άσκηση 10 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύει: (fof )(x) 2f (x) 2x 1    για κάθε x  

και f (2) 5 . 

 

i. Να βοείςε ςξ f (5) . 

 
ii. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι.  
 

iii. Να βοείςε ςξ 
1f (2)

. 

 

iv. Να λύρεςε ςημ ενίρχρη:  1 2f f (2x 7x) 1 2    . 

 
 
Λύρη 
 

i. Η ρυέρη (fof )(x) 2f (x) 2x 1    ιρυύει για κάθε x  ξπόςε για x 2  έυξσμε: 

 

f (f (2)) 2f (2) 2·2 1 f (5) 10 5 f (5) 5          

 
 

ii. Έρςχ 1 2x , x   με 1 2f (x ) f (x ) , ςόςε έυξσμε:  

 

1 2 1 2f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x ))    (επειδή η f  είμαι ρσμάοςηρη) και  

 

1 2 1 2f (x ) f (x ) 2f (x ) 2f (x )    

 

άοα 1 1 2 2 1 2 1 2f (f (x )) 2f (x ) f (f (x )) 2f (x ) 2x 1 2x 1 x x          

 
ξπόςε η f  είμαι 1 1 , άοα αμςιρςοέτεςαι.  
 
 

iii. Θέςξσμε όπξσ x  ςξ 
1f (2)

 και έυξσμε:  

 
1 1 1 1f (f (f (2))) 2f (f (2)) 2f (2) 1 f (2) 4 2f (2) 1            

 
1 15 4 1 2f (2) f (2) 4      . 

 
 
iv. Έυξσμε:  
 

1 2 1 2 1f (f (2x 7x) 1) 2 f (2x 7x) 1 f (2)           

 
1 2 2 2f (2x 7x) 5 2x 7x f (5) 2x 7x 5 0            

 

1x 1   ή 2

5
x

2
  .  
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Άσκηση 11  (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμξμςαι η ρσμάοςηρη  f : 2,5  , ξ μιγαδικόπ αοιθμόπ 
f (2) i

z
2 f (5)i





 και η ρσμάοςηρη g  με 

g(x) 2f (2x 1) f (x 1)    . 

 

i. Να γοάφεςε ςξμ z  ρςη μξοτή i . 

 

ii. Αμ ξ z  είμαι ταμςαρςικόπ μα απξδείνεςε όςι f (5) 2f (2) . 

 

iii. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ g . 

 
 
Λύρη 
 
i. Δίμαι: 
 

  
2 2 2

f (2) i 2 f (5)if (2) i 2f (2) f (5) f (2)f (5) 2
z i

2 f (5)i 4 f (5) 4 f (5) 4 f (5)

   
   

   
  

 
 

ii. z  ταμςαρςικόπ άοα 
2

2f (2) f (5)
Re(z) 0 0 f (5) 2f (2)

4 f (5)


    


.  

 
 
iii. Ποέπει:  
 

1
x 2

2 2x 1 5 1 2x 4 2

1 x 2

2 x 1 5 1 x 4 1 x 4

 
         

    
            

                
 

. 

 

 Άοα  gD 1,2 . 
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Άσκηση 12  (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f :   με ςύπξ f (x) 2 z xi 1    για κάθε x , όπξσ z  μιγαδικόπ 

με z 2  και 2 Im(z) 2   . Να απξδείνεςε όςι: 

 

i. 
2f (x) 2 x 2Im(z)·x 4 1     για κάθε x  

 
ii. Η f  είμαι ρσμευήπ.  
 

iii. Υπάουει  0x 0,5  ςέςξιξπ, ώρςε 0f (x ) 6  

 
 
Λύρη 
 

i. Δίμαι: 
2 2 2z xi (z xi)(z xi) z zxi xzi x          

 
2 2z xi x (z z)xi 4       

 

2z xi x 2Im(z)x 4.     

 

Άοα 
2f (x) 2 x 2Im(z)x 4 1     για κάθε x  (Ατξύ Δ<0,από σπόθερη, επειδή

2 Im(z) 2   ) 

 
 

ii. Η f  είμαι ρσμευήπ χπ ρύμθερη ςχμ ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ 
2

1f (x) x 2Im(z)x 4    και 

2f (x) 2 x 1   

 

Γιαςί για κάθε x , ιρυύει: 
2

2 1 2 1(f of )(x) f (f (x)) 2 x 2Im(z)x 4 1 f (x)       

 
 

iii. Δίμαι: f (0) 5  και f (5) 2 z 5i 1 2 z 5i 1 7        

 

Δπίρηπ η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  0,5  (από ii), άοα ρύμτχμα με ςξ θεώοημα εμδιαμέρχμ ςιμώμ 

η f  παίομει όλεπ ςιπ ςιμέπ μεςανύ ςχμ f (0) 5  και 7 (ατξύ f (5) 7 ). Δπξμέμχπ σπάουει 

 0x 0,5  ςέςξιξπ, ώρςε 0f (x ) 6  
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Άσκηση 13 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύει 
2 2x xf (x) 2 1      για κάθε 

*x ,  . 

 
i. Να απξδείνεςε όςι η f  διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ ρςξ . 
 

ii. Αμ f (0) 2   μα βοείςε ςξμ ςύπξ ςηπ f . 

 

iii. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ: 

x

x xx

2f (x) 3
lim , 2

3·2 4·3


 


. 

 

iv. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ: 

x

x xx

2f (x) 3
lim , 3

3·2 4·3


 


 

 
 
Λύρη 
 

i. Δίμαι  
2

2 2x x xf (x) 2 1 1 0          για κάθε x  

 

Η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  και f (x) 0  για κάθε x  άοα, η f  διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ 

ρςξ . 
 
 

ii. Δπειδή f (0) 2   είμαι f (x) 0  για κάθε x   

 

Άοα  x xf (x) 1 1        

 
 

iii. 

x

x xx

2f (x) 3
lim

3·2 4·3





 

 
x x

x xx

2 2 3
lim

3·2 4·3

   



 

 
x x

x

xx
x

1
3 · 2 2 1

3 3 1
lim

42
3 · 3· 4

3



    
      

      


  
  

   

, ατξύ 
1

0 1,0 1
3 3


     και 

2
0 1

3
   άοα  

 
x x x

x x x

2 1
lim lim lim 0

3 3 3  
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iv. 

x

x xx

2f (x) 3
lim

3·2 4·3





 

 
x x

x xx

2 2 3
lim

3·2 4·3

   



 

 
 

x x x

x

xx
x

1 3
2 · 2 2

2 2 2
lim

3
2 3 4

2



      
        

       
 

  
  

   

, ατξύ 
3

1, 1
2 2


   και 

1
0 1

2
   άοα  

 
 

x x

x x

3
lim lim 0

2 2 

   
    

   
 και 

x

x

1
lim

2
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Άσκηση 14 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύει: 
4 4x 1 4f (x) x 2    για κάθε 

x . 
 

i. Να απξδείνεςε όςι: 
1 1

f (0)
4 2
   και 

1 3
f (1)

2 4
  . 

 

ii. Να βοείςε ςξ όοιξ: 
4

x 0

1
lim x f

x

  
  
  

. 

 

iii. Να βοείςε ςξ όοιξ: 

5

2x 0

1
x f 4 3x

x
lim

2x 3 x

 
  

 

 
. 

 

iv. Να απξδείνεςε όςι σπάουει  0,1  ςέςξιξ, ώρςε f ( ) 0   . 

 
 
Λύρη 
 

i. Η ρυέρη 
4 4x 1 4f (x) x 2     ιρυύει για κάθε x  

 

Για x 0 , έυξσμε:  
 

1 1
1 4f (0) 2 f (0)

4 2
      

 
Για x 1 , έυξσμε:  
 

1 3
2 4f (1) 3 f (1)

2 4
      

 
 

ii.Για x 0 , θέςξσμε όπξσ x  ςξ 
1

x
 ρςη δξρμέμη ρυέρη και έυξσμε:  

 
4 4

4 4 41 1 1 1 1 1 1 1
1 4f 2 x x f x

x x x 4 4 x 4 2

       
               

       
 

 

Δίμαι: 
4

x 0

1 1 1
lim x

4 4 4

 
  

 
 και 

4

x 0

1 1 1
lim x

4 2 4

 
  

 
 

 

Άοα από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ έυξσμε: 
4

x 0

1 1
lim x f

x 4
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iii. Δίμαι:  
 

5 4

2x 0 x 0

1 1 3x 1x f 4 3x x f 4 4·3
49x x x 4lim lim

x2x 3 x 0 3 12
2x 3

x

 

   
      

     
  



 

 

ατξύ 
4

x 0

1 1
lim x f

x 4

 
 

 
 (από ii), 

x 0 x 0 u 0

3x 3x u
lim 3lim 3lim 3·1 3

x 3x u  

  
     

 
 

iv. Έρςχ g(x) f (x) x   

 

Η g  είμαι ρσμευήπ ρςξ  0,1 . Δπίρηπ ιρυύει: 

 

 g(0)·g(1) f (0)· f (1) 1 0    ατξύ 
1 1

f (0) f (0) 0
4 2
      και 

1 3
f (1) f (1) 1

2 4
    . 

 

Άοα από ςξ θεώοημα Bolzano σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ (0,1)  ςέςξιξ ώρςε 

g( ) 0 f ( ) 0       
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Άσκηση 15 
 

i.Αμ 
x 0

2f (x) 4
lim 2,

x


  μα βοείςε ςξ 

x 0
limf (x)


. 

 

ii. Δίμεςαι η ρσμάοςηρη g :   για ςημ ξπξία ιρυύει:  

 

xg(x) 2 2 x x x,     για κάθε x . 

 

Να βοείςε ςξ 
x 0
limg(x)


, αμ είμαι γμχρςό όςι σπάουει και είμαι ποαγμαςικόπ αοιθμόπ.  

 

iii. Να βοείςε ςξ όοιξ: 
2 2 2

2 2x 0

x f (x) (2x)
lim

x x g(x)



 
 

 
 
Λύρη 
 

i. Θέςξσμε: 
2f (x) 4 xh(x) 4

h(x) f (x)
x 2

 
    

 
Έςρι, έυξσμε:  
 

x 0 x 0

xh(x) 4
limf (x) lim 2

2 


   

 
 
ii. Δίμαι:  
 

xg(x) 2 2 x x x     , για κάθε x  ξπόςε έυξσμε: xg(x) 2 x x x 2      

 

 Αμ x 0 , ςόςε: 
2 x x x 2 2( x 1) x

g(x) g(x) 1
x x x

      
      και  

 

επξμέμχπ 
x 0 x 0
lim g(x) 2·0 1 1 lim g(x) 0.

  
      

 

 Αμ x 0 , ςόςε: 
2 x x x 2 2( x 1) x

g(x) g(x) 1
x x x

      
      και 

επξμέμχπ 
 

x 0 x 0
lim g(x) 2·0 1 1 lim g(x) 0.

  
      

 

Άοα 
x 0
limg(x) 0
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iii. Δίμαι:  
2

2 2

22 2 2

2 2 2x 0 x 0
2

(2x)
x · f (x)

xx f (x) (2x) 4 4
lim lim 8.

x x g(x) 1 0x
x g(x)

x

 

 
 

  
  

    
  

   

 

 

Ατξύ 

2 22 2

2 2x 0 x 0 u 0x 0

(2x) (2x) (2x) u
lim li 4

(
m

2
4lim 4lim 4

x (2x) ux)  

     
      

  
 και  

 
2 2

x 0 x 0

x 1 x
lim lim · 1

x x x 
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Άσκηση 16 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύει: 
33f (x) 2f (x) 4x 1    για κάθε x . 

 

i. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι και μα ξοίρεςε ςημ 
1f 
. 

 

ii. Να απξδείνεςε όςι η 
1f 
 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα.  

 

iii. Να βοείςε ςα ρημεία ςξμήπ ςχμ γοατικώμ παοαρςάρεχμ ςχμ ρσμαοςήρεχμ  f  και 
1f 
, 

αμ γμχοίζεςε όςι ασςά βοίρκξμςαι πάμχ ρςημ εσθεία με ενίρχρη y x . 

 

iv. Να λσθεί η ενίρχρη:    x 1f 2e f 3 x   . 

 
 
Λύρη 
 

i. Έρςχ 1 2x , x   με 1 2f (x ) f (x ) , ςόςε έυξσμε: 

 
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) 2f (x ) 2f (x )      

 

 και 1 2 1 2f (x ) f (x ) 3f (x ) 3f (x )    

 

άοα 
3 3

1 1 2 2 1 22f (x ) 3f (x ) 2f (x ) 3f (x ) 4x 1 4x 1        

 
ξπόςε η f  είμαι 1 1 , άοα αμςιρςοέτεςαι.  
 

Θέςξσμε όπξσ x  ςξ 
1f (x)

 ρςη δξθείρα ρυέρη και έυξσμε:  

 

   
3

1 1 13f f (x) 2 f f (x) 4f (x) 1      
 

 

 
3 13x 2x 4f (x) 1     

 
3

1 2x 3x 1
f (x) .

4

  
  

 
 

ii. Για κάθε 1 2x , x R  με 1 2x x  έυξσμε:  

 
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x 2x 2x      

 

 και 1 2 1 2 1 2x x 3x 3x 3x 1 3x 1        

 
 άοα 
 

3 3
3 3 1 1 2 2

1 1 2 2

2x 3x 1 2x 3x 1
2x 3x 1 2x 3x 1

4 4
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1 1

1 2f (x ) f (x ),   

 

 ξπόςε 
1f 
 γμηρίχπ αύνξσρα.  

 
 
iii. Έυξσμε:  
 

1 1f (x) f (x) f (x) x      

 
3

32x 3x 1
x 2x x 1 0 x 1.

4

 
        

 
 
iv. Η f  είμαι 1 1 , ξπόςε έυξσμε:  
 

x 1 x 1 x 1f (2e ) f (3 x) 2e 3 x 2e x 3 0              (1) 

 
Η (1) έυει ποξταμή οίζα ςημ x 1 . 
 

Έρςχ 
x 1g(x) 2e x 3   . Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε:  

 
1 2 1 2x 1 x 1 x 1 x 1

1 2 1 2x x x 1 x 1 e e 2e 2e
   

          

 

 και 1 2 1 2x x x 3 x 3      

 

άοα 1 2x 1 x 1

1 2 1 22e x 3 2e x 3 g(x ) g(x )
 
        

 

Οπόςε g  γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . Δπξμέμχπ η οίζα x 1  είμαι μξμαδική. 
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Άσκηση 17  (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f  ρςξ  και ξ μιγαδικόπ αοιθμόπ z f (x) 2( x)i   , ςέςξιξπ 

ώρςε: 
2 2z 2Re(z) Im(z) 3x x 10    . 

 

i. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη g(x) f (x) 2 x    διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ ρςξ . 

 

ii. Να βοείςε ςη ρσμάοςηρη f  αμ f (0) 10 . 

 

iii. Να βοείςε ςξ 
x 0

f (x) x 1 10
lim

x

  
 

 
 
Λύρη 
 
i. Δίμαι: 
 

2 2z x 3x 2Re(z) Im(z) 10      

 
2 2 2f (x) 4 x x 3x 4f (x) x 10         

 

 
2 2f (x) 2 x x 3x 10       (1) 

 

Υπξθέςξσμε όςι η ρσμάοςηρη g  δεμ διαςηοεί ρςαθεοό ποόρημξ, ςόςε θα σπάουξσμ 1 2x , x R  

ςέςξια ώρςε: 1 2g(x )g(x ) 0  

Άοα, ρύμτχμα με ςξ θεώοημα ςξσ Bolzano σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  0 1 2x x , x  ώρςε 

0g(x ) 0 . 

 

Οπόςε: 
(1)

2 2

0 0 0 0g(x ) 0 g (x ) 0 x 3x 10 0        πξσ είμαι άςξπξ ( 31 0    ) 

 
 

ii. Δίμαι: f (0) 10 0  , άοα από (i) έυξσμε: 
2f (x) x 3x 10 2 x      

 
 
iii. Δίμαι:  
 

2

x 0 x 0

f (x) x 10 1 x 3x 10 2 x x 10 1
lim lim

x x 

         
   

 

2

x 0 x 0 x 0

x 3x 10 10 2 x x 1
lim lim lim

x x x  
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2

x 0 2

x 3x 3
lim 2·1 0 2

2 10x x 3x 10 10
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Άσκηση 18 
 

Δίμξμςαι ξι ρσμαοςήρειπ f (x) x 1 1    και g(x) 2 x  . 

 

i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςχμ ρσμαοςήρεχμ f  και g . 

 
ii. Να ξοιρθεί η ρσμάοςηρη fog. 
 

iii. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι και μα βοείςε ςημ 
1f 
. 

 
iv. Να βοείςε ςξ είδξπ ςηπ μξμξςξμίαπ ςηπ ρσμάοςηρηπ fofog. 

 
 
Λύρη 
 

i. Για μα ξοίζεςαι η f , ποέπει: x 1 0 x 1      
 

Άοα ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ είμαι ςξ:  fD 1,   . 

 

Τξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ g  είμαι ςξ: 
gD   (πξλσχμσμική)  

 
 
ii. Τξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ fog είμαι:  
 

     fogD x / 2 x 1 x / x 3 ,3            

 

Άοα για κάθε  x ,3   έυξσμε:  

 

   fog (x) f g(x) 2 x 1 1 3 x 1         

 
 

iii. Για κάθε  1 2x , x 1,    έυξσμε:  

 

1 2 1 2 1 2f (x ) f (x ) x 1 1 x 1 1 x x         . 

 
Άοα, η f  αμςιρςοέτεςαι.  
 

Έρςχ f (x) y y x 1 1 y 1 x 1         , (ποέπει y 1  )
2x (y 1) 1     ξπόςε

 
21f (x) x 1 1     με x 1   

 
 

iv. Για κάθε  1 2x , x 1,    με 1 2x x  έυξσμε:  

 

1 2 1 2 1 2 1 2x x x 1 x 1 x 1 1 x 1 1 f (x ) f (x )             . 

 

Άοα η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα. Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε:  
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1 2 1 2 1 2x x 2 x 2 x g(x ) g(x )       . 

 

Άοα η g  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα.  

 

 fofog fo(fog)D D x ( ,3] / 3 x 1 1 ( ,3]           . 

 

Για κάθε  1 2x , x ,3   με  

 

1 2 1 2 1 2x x g(x ) g(x ) f (g(x )) f (g(x ))    
g γμ.τθίμξσρα f γμ.αύνξσρα

 

 

       1 2f f g x f f g x . 

 

Άοα η ρσμάοςηρη fofog είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  ,3 . 
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Άσκηση 19 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f  με 

2

2

2x x
, x 0

x x

f (x) , x 0

8x x 16 3x, x 0

 
 




   




   

 

 

i. Να βοείςε ςα ,  . 

 

ii. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ: 
x
lim f (x)


. 

 

iii. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ: 
x
lim f (x)


. 

 

iv. Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x) 2ln(8x 1)   έυει μία ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ 

διάρςημα  0,1 . 

 
 
Λύρη 
 

i. Η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ , άοα και ρςξ 0x 0  

 

f : ρσμευήπ ρςξ 
x 0 x 0

x 0 lim f (x) lim f (x) f (0)
  

     

 

2
x 0 x 0 x 0

x
2 ·

2x x 2 ·1xlim f (x) lim lim 2
x x 1 x 1    


 

    
      

  
 

 

 2

x 0 x 0
lim f (x) lim 8x x 16 3x 4

  
      

 

f (0)    

 

Άοα: 4   και 2 4 2     
 
 

ii. Για 2   και 4   έυξσμε: 

2

2

2x 2 x
, x 0

x x

f (x) 4, x 0

8x x 16 3x, x 0

 
 




  




   

 ξπόςε:  
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2 2

2

2x x x

8x x 16 9x
lim f (x) lim 8x x 16 3x lim

8x x 16 3x  

  
     

  
 

 

 

2

2

x

2

1 16
x 1

1x x
lim

8 31 16
x 8 3

x x



 
           

   
   

 

 

 
 
iii. Δίμαι:  
 

2x x x

x
2 2

2x 2 x 1 xxlim lim lim 2 2 0,
x x 1 x 1 x x  




     
          

 

 

ατξύ: 
xx 1 1 x 1

x x x x x x

  
      

 

και 
x x

1 1
lim lim 0

x x 

 
    
 

, ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ έυξσμε: 
x

x
lim 0

x


  

 
 

iv. Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη  g(x) f (x) 2ln(8x 1), x 0,1      

 

Η g  είμαι ρσμευήπ ρςξ  0,1  (χπ ρύμθερη και απξςέλερμα ποάνεχμ ρσμευώμ)  

 
Δπίρηπ:  
 

g(0) f (0) 4 0    

 

e
g(1) f (1) 2ln9 2 2ln9 2ln 0

9
       

 

Άοα από ςξ θεώοημα Bolzano έυξσμε όςι η ενίρχρη g(x) 0 f (x) 2ln(8x 1)    έυει μια 

ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ (0,1) . 
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Άσκηση 20 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με

2

3 2

2

x 5x 6
, x ( ,0) (0,2)

4(x 2x )

f (x)

x 1
, x (2, )

2( 4

 

x )

 
  












 











 και η  g : 0,1    

 
για ςημ ξπξία ιρυύει: 
 

x 0

x·g(x) 2x
lim 5

3x

 
  και g(x 3) g(x) f (x)    για κάθε x  

 
Να βοείςε:  
 

i. Τξ   αμ σπάουει ςξ 
x 2
limf (x)


. 

 

ii. Τξ όοιξ 
x 0
limf (x)


. 

 

iii. Τξ όοιξ 
x 0
limg(x)


. 

 

iv. Τξ όοιξ 
x 3
limg(x)


. 

 
 

Λύρη 
 

i. Δίμαι:
2

3 2 2
x 2 x 2 x 2

x 5x 6 (x 2)(x 3) 1
lim f (x) lim lim

4(x 2x ) 4x (x 2) 16    

   
   

 
 

 

x 2 x 2

x 1
lim f (x) lim

2(x 2)(x 2)  

 


 
 

 

Έυξσμε: 
x 2
lim( x 1) 2 1


     

 

και 
x 2
lim 2(x 2)(x 2) 0


    

 

Αμ 
1

2 1 0
2

       ςόςε ςξ 
x 2
lim f (x)


   ή  . 

 

Αμ 
1

2 1 0
2

       ςόςε έυξσμε:  
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x 2 x 2 x 2

1
x 1

(x 2) 12lim f (x) lim lim .
2(x 2)(x 2) 4(x 2)(x 2) 16    

 
 

   
   

 

 

Δηλαδή σπάουει ςξ 
x 1
limf (x)


 αμ και μόμξ αμ 
1

2
    

 
 

ii. Δίμαι: 
 

  

 

2

23 2x 0 x 0x 0

x 2 x 3x 5x 6
lim f (x) lim lim

4x x 24 x 2x
  

  
   


 

 
 
iii. Θέςξσμε:  
 

xg(x) 2x
h(x) xg(x) 3xh(x) 2x

3x

 
     και για x 0  έυξσμε:  

 

x 0 x 0 x 0 x 0

3xh(x) 2x 1 1
limg(x) lim 3·5lim 2lim 15 2 13

x xx

x x

   


     

 
 

 
 

iv. Δίμαι:  
x u 3

x 3 u 0 u 0
limg(x) limg(u 3) lim g(u) f (u) 13 ( )
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ΘΕΜΑ Δ 
 

Άσκηση 1 (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 
Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με ςύπξ: 
 

55 3 *f (x) 2x z x 2 z , , z  x C       

 
α) Να ενεςάρεςε χπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςη ρσμάοςηρη f . 
 
β) Να βοείςε ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f . 
 

γ) Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x) 0  έυει ακοιβώπ μία οίζα ρςξ διάρςημα  0, z . 

 

δ) Αμ 

5

3x 0

f (x) 2 z
lim 1

x

 



, μα βοείςε ςημ καμπύλη ςξσ μιγαδικξύ επιπέδξσ, ρςημ ξπξία 

αμήκξσμ ξι εικόμεπ ςξσ μιγαδικξύ αοιθμξύ z . 
 
 
Λύρη 
 

α) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε: 

 
5 5 5 5

1 2 1 2 1 2x x x x 2x 2x       και 

 
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x z x z x        

 
5 53 3

1 2z x 2 z z x 2 z     . 

 

Άοα 
5 55 3 5 3

1 1 2 2 1 22x z x 2 z 2x z x 2 z f (x ) f (x )         . 

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 
 
 
β) Η f  έυει πεδίξ ξοιρμξύ ςξ , είμαι ρσμευήπ και γμηρίχπ τθίμξσρα, άοα έυει ρύμξλξ ςιμώμ 
ςξ: 
 

 
x x

f ( ) lim f (x), lim f (x)
 

 . Δίμαι: 

 

 55 3

x x
lim f (x) lim 2x z x 2 z
 

      

 

   5

x
lim 2x 2


       

 

 55 3

x x
lim f (x) lim 2x z x 2 z
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   5

x
lim 2x 2


       

 

Δπξμέμχπ είμαι:  f (R) ,    

 
 

γ) Για ςη ρσμευή ρσμάοςηρη f  ρςξ 0, z   , ιρυύξσμ: 

 

 
5

f (0) 2 z 0   

 

  
5 4 5 4

f z 2 z z 2 z z 0        

 

Άοα από ςξ θεώοημα Bolzano η f (x) 0  έυει μία ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ  0, z  και επειδή η f  

είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  0, z  η οίζα είμαι μξμαδική. 

 
 

δ) 

5

3x 0

f (x) 2 z
lim

x

 



 

 
5 55 3

3x 0

2x z x 2 z 2 z
lim

x

  



 

 

 3 2 2

33x 0 x 0

x 2x z 2x z z
lim lim 1

x 1x

x

 

 
  

  
 
 

 

 
Άοα ξι εικόμεπ ςξσ z  ρςξ μιγαδικό επίπεδξ, αμήκξσμ ρςξ μξμαδιαίξ κύκλξ. 
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Άσκηση 2 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 
3xf (x) 3ln 2x e 4x 2    . 

 
i. Να ενεςάρεςε χπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςημ f . 
 

ii. Να σπξλξγίρεςε ςα όοια: 
x 0
limf (x)


 και 
x
lim f (x)


. 

 

iii. Να λσθεί η ενίρχρη 

3

2f (x) e  

 
iv. Να βοείςε ςξμ ποαγμαςικό θεςικό αοιθμό μ για ςξ ξπξίξ ιρυύει: 

 
22 2 3( 1) 63ln 4 3ln(2 2) 4( 1) e e 8             

 
 
Λύρη 
 

i. Η ρσμάοςηρη f  έυει fD (0, )  . Για κάθε 1 2x ,x (0, )   με 1 2x x  έυξσμε: 

 

1 2 1 2 1 2 1 2x x 2x 2x ln2x ln2x 3ln2x 3ln2x        

 

και 1 23x 3x

1 2 1 2x x 3x 3x e e      

 
και 
 

1 2 1 2 1 2x x 4x 4x 4x 2 4x 2.        

 

Άοα 1 23x 3x

1 1 2 2 1 23ln2x e 4x 2 3ln2x e 4x 2 f (x ) f (x ).          

 

Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ (0, ) . 

 
 
ii.Δίμαι:  
 

3x

x 0 x 0
limf (x) lim(3ln 2x e 4x 2) 1 0 2
 

           

 

ατξύ 
x 0 u 0
limln 2x limln u
 

   , και 
3x u

x 0 u 0
lime lime 1
 

  . 

 
3x

x x
lim f (x) lim (3ln 2x e 4x 2)
 

       ατξύ 
x u
lim ln 2x lim ln u
 

    και  

 
3x u

x u
lim e lim e
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iii. 

3

2
1 1

f (x) e f (x) f x
2 2

 
     

 
, (ατξύ η f  γμηρίχπ αύνξσρα άοα και 1-1) και η οίζα 

είμαι μξμαδική. 
 
 
iv. Δίμαι:  
 

22 2 3( 1) 63ln4 3ln(2 2) 4( 1) e e 8             

 
26 2 3( 1) 23ln4 e 8 3ln2( 1) e 4( 1)              

 
23(2 ) 2 3( 1) 23ln2·(2 ) e 4·(2 ) 2 3ln2( 1) e 4( 1) 2                 

 
2 2f (2 ) f ( 1) 1 2 1          (Διπλή οίζα). 
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Άσκηση 3 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f :   για ςημ ξπξία ιρυύξσμ ξι ρσμθήκεπ: 
 

 
21

3 x 2xf (x) x
2

   , για κάθε x . 

 

 
24f (x) 3f (x 1) 2x 2013    , για κάθε x . 

 

i. Να βοείςε ςξ όοιξ 
x 0
limf (x)


. 

 

ii. Να βοείςε ςξ f (1) . 

 
iii. Να απξδείνεςε όςι η γοατική παοάρςαρη ςηπ f  ςέμμει ςη γοατική παοάρςαρη ςηπ 

ρσμάοςηρηπ g(x) x 1   ρε έμα ςξσλάυιρςξμ ρημείξ με ςεςμημέμη 0x (0,1) . 

 
 
Λύρη 
 

i. Ιρυύει: 
21

3 x 2xf (x) x , x
2

     

 

 Για x 0,  έυξσμε: 
2 2 21 1 1

3 x 2xf (x) x x 3 x 2xf (x) x
2 2 2

           

 

1 3 x 1 3 x
x f (x) x ·

4 2 x 4 2 x

 
      

 

αλλά: 
x 0

1 3 x 3
lim x ·

4 2 x 2

 
   
 

 και 
x 0

1 3 x 3
lim x ·

4 2 x 2

 
   
 

 

 

 Για x 0 , έυξσμε: 
1 3 x 1 3 x

x · f (x) x ·
4 2 x 4 2 x

 
      αλλά 

x 0

1 3 x 3
lim x ·

4 2 x 2

 
   
 

  

 

και 
x 0

1 3 x 3
lim x ·

4 2 x 2

 
   
 

 

 
ξπόςε λόγχ ςξσ κοιςηοίξσ παοεμβξλήπ έυξσμε: 
 

x 0

3
lim f (x)

2
  

 

Άοα 
x 0 x 0

3
lim f (x) lim f (x)

2  
   και επξμέμχπ 

x 0

3
limf (x)

2
 . 
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ii. Η ρυέρη 
24f (x) 3f (x 1) 2x 2013     ιρυύει για κάθε x R  άοα και για x 0  ξπόςε 

έυξσμε: 4f (0) 3f (1) 2013.    Αλλά f  ρσμευήπ ξπόςε: 

 

x 0

3
f (0) limf (x)

2
  . 

 

Άοα 
3

4· 3f (1) 2013 f (1) 673
2
      . 

 
 

iii. Αοκεί μα σπάουει ox (0,1)  ςέςξιξ, ώρςε 0 0 0 0f (x ) g(x ) f (x ) g(x ) 0     

Έρςχ h(x) f (x) g(x), x [0,1]   . Δίμαι: 

 

3 1
h(0) f (0) g(0) 1 0

2 2
       

 

h(1) f (1) g(1) 673 0      

 

Οπόςε: 
673

h(0)h(1) 0
2

    

 
Δπειδή η h  είμαι ρσμευήπ ρςξ [0,1], χπ διατξοά ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ, από ςξ θεώοημα 

Bolzano ρσμπεοαίμξσμε όςι σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ 0x (0,1)  ςέςξιξ, ώρςε 0 0f (x ) g(x ) . 
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Άσκηση 4 (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με f (x) 2 z 2x 3 z , z C      

 
i. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f .  
 
ii. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι.  
 

iii. Αμ ξι γοατικέπ παοαρςάρειπ ςχμ f  και 
1f 
 έυξσμ μόμξ έμα κξιμό ρημείξ πάμχ ρςημ 

εσθεία με ενίρχρη y x , μα βοείςε ςξ γεχμεςοικό ςόπξ ςχμ εικόμχμ ςξσ z.  

 

iv. Αμ ξι εικόμεπ ςχμ μιγαδικώμ 1z , 2z  αμήκξσμ ρςξμ ποξηγξύμεμξ γεχμεςοικό ςόπξ, μα 

απξδείνεςε όςι 
1 27 z z 2  . 

 
 

Λύρη 
 
i. Ποέπει: 

3
2x 3 z 0 x z

2
    . 

 

Άοα 
f

3
D z ,

2

 
 
 

 

 
 

ii. Για κάθε 1 2 fx , x D  με 1 2x x  έυξσμε:  

 

1 2 1 2 1 2x x 2x 2x 2x 3 z 2x 3 z         

 

1 2 1 22x 3 z 2x 3 z 2 z 2x 3 z 2 z 2x 3 z            

 

1 2f (x ) f (x ) . 

 
Οπόςε η ρσμάοςηρη f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα άοα και 1-1 ξπόςε αμςιρςοέτεςαι.  
 
 

iii. Η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα άοα για κάθε fx D  έυξσμε:  

 
1f (x) f (x) f (x) x 2 z 2x 3 z x         

 
2 22x 3 z 2 z x 2x 3 z 4 z x 4 z x          

 

 
22x 2 2 z 1 x 4 z 3 z 0      

 

Ποέπει: 0    (ατξύ ξι 1f f
C ,C   έυξσμ μόμξ έμα κξιμό ρημείξ)  
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 2 2 1
4 4 z 4 z 1 16 z 12 z 0 z

7
        

Άοα ξ γεχμεςοικόπ ςόπξπ είμαι κύκλξπ με κέμςοξ  0 0,0  και ακςίμα 
1

7
   

 

iv. Ατξύ ξι εικόμεπ ςχμ μιγαδικώμ 1 2z ,z  αμήκξσμ ρςξμ ποξηγξύμεμξ γεχμεςοικό ςόπξ ιρυύει:  

1 2 1 2

1
z z 2· 7 z z 2

7
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Άσκηση 5 (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f :   και ξ μιγαδικόπ αοιθμόπ z 1 f (2)i   για ςξμ ξπξίξ 

ιρυύει z 9i 3 z i   . 

 
Να απξδείνεςε όςι:  
 

i.  z 3  

 

ii.  
2f (2) 8  

 

iii. Υπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα 0x (0,2)  ςέςξιξ, ώρςε: 0x2

0 03x f (x ) 9 8  . 

 
 

Λύρη 
 
i. Δίμαι: 
 

     
2 2

z 9i 3 z i z 9i 9 z i z 9i z 9i 9 z i z i               

 
2 2

z 9zi 9zi 81 9 z 9zi 9zi 9         

 
2

8 z 72 z 3    

 
 

ii. Δίμαι: 
2 2 2z 3 1 f (2)i 9 1 f (2) 9 f (2) 8          

 
 

iii. Έρςχ 
2 xg(x) 3xf (x) 8 9    

 

Η g  είμαι ρσμευήπ ρςξ  0,2 . Δπίρηπ g(0) 8 0   και 
2g(2) 6f (2) 64 9 7 0      . 

 

Άοα g(0)·g(2) 0 , ξπόςε λόγχ ςξσ θεχοήμαςξπ ςξσ Bolzano, σπάουει  0x 0,2  ώρςε 

0x2

0 0 0g(x ) 0 3x f (x ) 9 8     
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Άσκηση 6 (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 

Δίμεςαι ρσμάοςηρη f  με 

2

x 1
z 3i , x 1

x 1

f (x)

1 (x 1)
z 1 4i , x 1

4 x 1

 
   


 
 
      



 

 

Αμ σπάουει ςξ 
x 1
limf (x)


 ςόςε: 

 
i. Να βοείςε ςξμ γεχμεςοικό ςόπξ ςχμ εικόμχμ ςξσ z .  

 
ii. Να βοείςε ςξ ρημείξ ςξσ γεχμεςοικξύ ςόπξσ πξσ απέυει ςημ ελάυιρςη απόρςαρη από ςημ 

αουή ςχμ ανόμχμ.  
 

iii. Να απξδείνεςε όςι σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  0,1  ςέςξιξ ώρςε 14e 15 z 1    . 

 
 
Λύρη 
 

i. Ατξύ σπάουει ςξ 
x 0
limf (x)


θα ιρυύει: 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

  
  

 

Δίμαι: 
2

x 1 x 1

x 1
lim f (x) lim z 3i

x 1  

 
      

 

 

x 1

x 1 1
lim z 3i z 3i

4(x 1)(x 1)( x 1)



    

  
 

 
και  
 

x 1 x 1

1 (x 1) 1
lim f (x) lim z 1 4i z 1 4i

4 x 1 4  

  
         

 διόςι 
u 0x 1

(x 1) u
lim lim 1

x 1 u 

  
 


 

 
Άοα  
 

2 21 1
z 3i z 1 4i z 3i z 1 4i

4 4
             

 

     z 3i z 3i z 1 4i z 1 4i         

 
2 2

z 3zi 3zi 9 z z 4zi z 1 4i 4zi 4i 16              

 

zi zi z z 8       
 

(z z)i z z 8      



74 
 

2y 2x 8 x y 4 0        

 

Δπξμέμχπ ξ γεχμεςοικόπ ςόπξπ ςχμ εικόμχμ ςξσ z  είμαι η εσθεία με ενίρχρη: x y 4 0    

 
 

ii. Έρςχ 0 0M(x , y )  ςξ ζηςξύμεμξ ρημείξ ςξσ γεχμεςοικξύ ςόπξσ. Τξ ρημείξ M είμαι ςξ ρημείξ 

ςξμήπ ςχμ εσθειώμ 1 : x y 4 0     και ςηπ 2 , κάθεςηπ ποξπ ςημ εσθεία  από ςημ αουή ςχμ 

ανόμχμ. Έυξσμε: 
 

1 2 21 1       , ξπόςε 2 : y x   . 

 


x y 4 0

x
x

 2
y

   
  

  
 και y 2   

 

Άοα M(2, 2)  

 
 

iii. Έρςχ x 1g(x) 4e 15x z 1   . 

 

Δίμαι: g(0) 4e 1 0    

 

1z d(0, ) 2 2     

 
2 215 z 30 2 4e 15 z 4e 30 2         

 
2 24e 15 z 1 4e 30 2 1 g(1) 0.        

 

Άοα λόγχ ςξσ θεχοήμαςξπ ςξσ Bolzano σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ (0,1) ςέςξιξ, ώρςε 
1g( ) 0 4e 15 z 1       
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Άσκηση 7 (εκτός εξεταστέας ύλης) 
 
Δίμεςαι η ρσμευήπ και γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  ρσμάοςηρη  και ξι μιγαδικξί αοιθμξί 

1z 3f (2) 2i   και 2z 2f (4) 3i  . 

 

i. Να βοεθεί ςξ 1 2Re(z z ) . 

 

ii. Να βοεθεί ςξ 1 2Im(z z )  

 

iii. Αμ ξ 1 2z z  είμαι ταμςαρςικόπ αοιθμόπ μα απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x) 0  έυει μια μόμξ 

οίζα ρςξ  2,4  

 

iv. Να απξδείνεςε όςι 1 2Re(z z ) 0  αμ είμαι γμχρςό όςι ξ 1 2z z  είμαι ποαγμαςικόπ. 

 
 
Λύρη 
 
i. Δίμαι: 
 

      1 2z z 3f (2) 2i 2f (4) 3i 6f (2)f (4) 6 9f (2) 4f (4) i         

 

Άοα 1 2Re(z z ) 6f (2)f (4) 6   

 
 

ii. Από (i) έυξσμε: 1 2Im(z z ) 9f (2) 4f (4)    

 
 

iii.Δπειδή 1 2z z   ταμςαρςικόπ θα ιρυύει: 1 2Re(z z ) 0 f (2)·f (4) 1     (από (i))  

Η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  2,4 . 

 

Άοα λόγχ ςξσ θεχοήμαςξπ Bolzano η f  έυει μία ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ  2,4  

και επειδή είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, η οίζα είμαι μξμαδική.  
 
 

iv. Ατξύ 1 2z z  ποαγμαςικόπ, θα ιρυύει 1 2

4
Im(z z ) 0 f (2) f (4)

9
    (από (ii)). 

Άοα 
2

1 2

8
Re(z z ) 6f (2)f (4) 6 f (4) 6 0

3
      

  



76 
 

Άσκηση 8 
 

Δίμεςαι η ρσμευήπ ρσμάοςηρη f : R R  ςέςξια ώρςε: 
2 2 2x x f (x) 1 x      για 

κάθε x  (1) και η γοατική ςηπ παοάρςαρη διέουεςαι από ςξ ρημείξ 
1

A 0,
2

 
 
 

 

i. Να βοείςε ςα   και   
 

ii. Αμ 1   και 1   μα βοείςε ςημ f . 
 

iii. Να βοείςε ςξ όοιξ: 
x 0

f (x)
lim

x 
. 

 
 

Λύρη 

i. fA C , άοα 
1

f (0) 1
2

     

Η ρυέρη (1) για 1   γίμεςαι: 
2 2 2x x f (x) 1 x 1      και για x 0 έυξσμε: 

2 2

2

x 1 1 x
f (x)

x

   
  ξπόςε:  

 

 

2 2

x 0 x 0 x 0 2 2

x x 1
limf (x) lim · lim

x 2x 1 1 x
  

   
      

     

 

 
Αλλά η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ 0, ξπόςε:  
 

x 0

1 1
limf (x) f (0) 1

2 2
        

 
 

ii. Η ρυέρη (1) για 1     γίμεςαι: 
2 2 2x x f (x) 1 x 1     . 

 

Για x 0  η ςελεσςαία γίμεςαι: 

2 2

2

x 1 1 x
f (x)

x

   
 .  

Δπίρηπ έυξσμε: 
1

f (0)
2

  

 

Άοα 

2 2

2

x 1 1 x
, x 0

x

f (x)

1
, x 0

2
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iii. Δίμαι:  
 

22 2 2

2 2x 0 x 0 x 0 x 0

x 1 1 x 1 1 xf (x) 1 x
lim lim lim · lim

x x x x x x x   

       
     

      

 

 
2

2 2x 0

x 1 1
1 lim 1

2 2x x(1 1 x)
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Άσκηση 9 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με 

3 x x

x

x ·2 3·2 4
f (x)

2

 
  

 
i. Να απξδείνεςε όςι η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα.  

 

ii. Να βοείςε ςξ όοιξ 
x
lim f (x)


. 

 

iii. Να βοείςε ςξ όοιξ 
x
lim f (x)


 

 

iv. Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x)    έυει μία ακοιβώπ οίζα ρςξ  για κάθε  . 

 
 
Λύρη 
 

i. Τξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f  είμαι ςξ , ατξύ 
x2 0 για κάθε x . 

 
Δίμαι: 

x3 x x
3

x

x ·2 3·2 4 1
f (x) x 3 4

2 2

   
     

 
 

 

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x έυξσμε: 
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x x 3 x 3        

 

και 
1 2 1 2x x x x

1 2

1 1 1 1
x x 4 4

2 2 2 2

       
            

       
, 

ατξύ η ρσμάοςηρη 

x
1

2

 
 
 

είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. Άοα 

1 2x x

3 3

1 2 1 2

1 1
x 3 4 x 3 4 f (x ) f (x )

2 2

   
         

   
 

 
ξπόςε η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα.  
 
 
ii. Δίμαι:  
 

x

3

x x

1
lim f (x) lim x 3 4 ( ) 3 4( )

2 

  
           

   

, 

 

ατξύ 
1

0 1
2

   ξπόςε:

x

x

1
lim

2

 
  

 
.  
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iii. Δίμαι:

x

3

x x

1
lim f (x) lim x 3 4 ( ) 3 4·0

2 

  
          

   

,  

ατξύ 
1

0 1
2

  ξπόςε: 

x

x

1
lim 0.

2

 
 

 
 

 
 
iv. Η f είμαι ρσμευήπ (ποάνειπ ρσμευώμ), είμαι και γμηρίχπ αύνξσρα άοα  

 
x x

f ( ) lim f (x), lim f (x) ( , )
 

    . 

 

Τξ   πεοιλαμβάμεςαι ρςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f , ξπόςε η ενίρχρη f (x)     έυει μία 

ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ  και επειδή η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, η οίζα είμαι μξμαδική. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ημερομηνία τροποποίησης: 01/09/2015 

 


