
 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ 1 

Έστω δείγμα Α που αποτελείται από τις τετμημένες  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑣  ν σημείων της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  
𝑓(𝑥) = 𝑥 − ln(𝑒𝑥 + 𝜆)  που έχουν  μέση τιμή  𝑥𝐴 > 0  και τυπική απόκλιση 𝑠𝐴,  όπου λ σταθερός αριθμός που ανήκει 
στον δειγματικό χώρο 𝛺 = {1,2,3,4}  ενός πειράματος τύχης. 

α) να μελετήσετε την συνάρτηση  f  ως προς την μονοτονία 
β) να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων τους τα ενδεχόμενα: 

𝛫 = {𝜆𝜖𝛺/(𝜆 + 1)2 ⋅ 𝑓′′(0) > −3} 
𝛬 = �𝜆𝜖𝛺/�𝑒𝜆 + 𝜆� ⋅ 𝑓′(𝜆) = 𝜆2 − 𝜆 − 8� 

γ) αν το δείγμα Β αποτελείται από τις παρατηρήσεις: 

𝑦𝑖 =
[𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) + 1] ⋅ 𝑥𝐴 − 𝑃(𝛫 ∪ 𝛬) ⋅ 𝑥𝑖

𝑠𝐴
, 𝑖 = 1,2, … , 𝑣 

να αποδείξετε ότι 

𝑦𝐵 =
1
𝐶𝑉𝐴

 

δ) να εξετάσετε πιο από τα δύο δείγματα Α και Β έχει μεγαλύτερη ομοιογένεια 
 

ΛΥΣΗ 

 
α) Για κάθε  𝑥 𝜖 ℝ  είναι: 

𝑓′(𝑥) = (𝑥)′ − [ln(𝑒𝑥 + 𝜆)]′ = 1 −
1

𝑒𝑥 + 𝜆
⋅ (𝑒𝑥 + 𝜆)′ = 1 −

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 𝜆
=
𝑒𝑥 + 𝜆 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 𝜆
=

𝜆
𝑒𝑥 + 𝜆

 

 Όμως  𝜆 𝜖 𝛺  δηλαδή  𝜆 > 0  οπότε  𝑓′(𝑥) > 0  για κάθε  𝑥 𝜖 ℝ  άρα η  𝑓  είναι γνησίως αύξουσα. 
 
β) Βρίσκουμε την  𝑓′′(𝑥) 

𝑓′′(𝑥) = �
𝜆

𝑒𝑥 + 𝜆
�
′

=
(𝜆)′ ⋅ (𝑒𝑥 + 𝜆) − 𝜆 ⋅ (𝑒𝑥 + 𝜆)′

(𝑒𝑥 + 𝜆)2 =
−𝜆𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 𝜆)2 

 Επομένως για το ενδεχόμενο Κ έχουμε: 

(𝜆 + 1)2 ⋅ 𝑓′′(0) > −3 ⟺ (𝜆 + 1)2 ⋅
−𝜆

(1 + 𝜆)2 > −3 ⟺−𝜆 > −3 ⟺ 𝜆 < 3 

 Όμως  𝜆 𝜖 𝛺  άρα το ενδεχόμενο Κ είναι  𝛫 = {1,2} 
 Για το ενδεχόμενο Λ έχουμε: 

�𝑒𝜆 + 𝜆� ⋅ 𝑓′(𝜆) = 𝜆2 − 𝜆 − 8 ⟺ �𝑒𝜆 + 𝜆� ⋅
𝜆

𝑒𝜆 + 𝜆
= 𝜆2 − 𝜆 − 8 ⟺ 𝜆 = 𝜆2 − 𝜆 − 8 ⟺ 

𝜆2 − 2𝜆 − 8 = 0 
𝛥 = (−2)2 − 4 ⋅ 1 ⋅ (−8) = 4 + 32 = 36 

𝜆1,2 =
−(−2) ± √36

2 ⋅ 1
=

2 ± 6
2

 

 Οπότε  𝜆 = 4  ή  𝜆 = −2,  επομένως το ενδεχόμενο Λ είναι το  𝛬 = {4} 
 
γ) Για  𝑖 = 1,2, … , 𝑣  είναι 

 ΗΡΑΚΛΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ: 1) Γραμβούσης 5 & Καγιαμπή,Τηλ./fax: 2810285726 
 2) Λεωφόρος Κνωσσού 187 – Τηλ./fax: 2810212333 
 ΑΘΗΝΑ – ΑΛΙΜΟΣ:  Ησιόδου 18 - Τηλ: 210 9913433 - Fax: 210 9969367 
 ΒΕΡΟΙΑ:  Φιλίππου 25 (πεζόδρομος Δημοτικής Αγοράς) - Τηλ: 23310 21022 – 2331100101 



 

𝑦𝑖 =
[𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) + 1] ⋅ 𝑥𝐴

𝑠𝐴
−
𝑃(𝐾 ∪ 𝛬)

𝑠𝐴
⋅ 𝑥𝑖 

Όμως οι αριθμοί  𝑃(𝐾), 𝑃(𝛬), 𝑃(𝐾 ∪ 𝛬), 𝑥𝐴 , 𝑠𝐴   είναι σταθεροί, οπότε σύμφωνα με την αλλαγή της 
μεταβλητής έχουμε, 

𝑦𝛣 =
[𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) + 1] ⋅ 𝑥𝐴

𝑠𝐴
−
𝑃(𝐾 ∪ 𝛬)

𝑠𝐴
⋅ 𝑥𝛢 =

[𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) + 1] ⋅ 𝑥𝐴 − 𝑃(𝐾 ∪ 𝛬) ⋅ 𝑥𝐴
𝑠𝐴

= 

=
[𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) + 1 − 𝑃(𝐾 ∪ 𝛬)] ⋅ 𝑥𝐴

𝑠𝐴
 

Από το ερώτημα (β) παρατηρούμε ότι  𝛫 ∩ 𝛬 = ∅,  οπότε σύμφωνα με τον απλό προσθετικό νόμο είναι, 
𝑃(𝐾 ∪ 𝛬) = 𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) 

 Επομένως, 

𝑦𝛣 =
[𝑃(𝐾) + 𝑃(𝛬) + 1 − 𝑃(𝐾) − 𝑃(𝛬)] ⋅ 𝑥𝐴

𝑠𝐴
=
𝑥𝐴
𝑠𝐴

=
1
𝐶𝑉𝐴

 

 
δ) Για να εξετάσουμε τα δύο δείγματα ως προς την ομοιογένεια θα πρέπει να συγκρίνουμε τους συντελεστές 

μεταβολής τους. Για το Β, λόγω της αλλαγής της μεταβλητής έχουμε: 

𝑠𝐵 = �−
𝑃(𝐾 ∪ 𝛬)

𝑠𝐴
� ⋅ 𝑠𝐴   

𝑃(𝐾∪𝛬)≥0
�������  𝑠𝐵 =

𝑃(𝐾 ∪ 𝛬)
𝑠𝐴

⋅ 𝑠𝐴 ⇔ 𝑠𝐵 = 𝑃(𝐾 ∪ 𝛬) 

 Επομένως, 

𝐶𝑉𝐵 =
𝑠𝐵
𝑦𝛣

=
𝑃(𝐾 ∪ 𝛬)

1
𝐶𝑉𝐴

= 𝑃(𝐾 ∪ 𝛬) ⋅ 𝐶𝑉𝐴 

 Όμως  𝑃(𝐾 ∪ 𝛬) ≤ 1  δηλαδή  𝐶𝑉𝐵 ≤ 𝐶𝑉𝐴,  οπότε το δείγμα Β έχει μεγαλύτερη ομοιογένεια ή έχουν την ίδια. 
 

ΘΕΜΑ 2 

 
Δίνονται δύο ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού χώρου Ω και η συνάρτηση  𝑓  με τύπο 

𝑓(𝑥) = �
(𝑥 − 2) ⋅ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑥2 − 2𝑥

𝑥2 − 3𝑥 + 2
, 𝛼𝜈 𝑥 ≠ 2

𝛲(𝛢), 𝛼𝜈  𝑥 = 2

� 

Να αποδείξετε ότι η  𝑓  δεν είναι συνεχής στο  𝑥0 = 2 
 

ΛΥΣΗ 

 
Έστω ότι η  𝑓  είναι συνεχής στο  𝑥0 = 2.  Τότε πρέπει 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 𝑓(2)     (𝟏) 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) ⋅ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑥2 − 2𝑥
𝑥2 − 3𝑥 + 2

= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) ⋅ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑥(𝑥 − 2)
(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) = lim

𝑥→2

(𝑥 − 2) ⋅ (𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑥)
(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) = 

= lim
𝑥→2

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑥
𝑥 − 1

=
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 2

2 − 1
= 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 2 

𝑓(2) = 𝛲(𝛢) 
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Από την σχέση (1) έχουμε:  𝛲(𝛢 ∩ 𝛣) + 2 = 𝑃(𝐴)   (𝟐) 

Όμως  0 ≤ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ≤ 1
+2
⇔ 2 ≤ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 2 ≤ 3

(2)
⇔ 2 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 3   που είναι άτοπο. 

Άρα η  𝑓  δεν είναι συνεχής στο  𝑥0 = 2. 
 

ΘΕΜΑ 3 

Ρίχνουμε ένα αμερόληπτο ζάρι 2 φορές και καταγράφουμε με α το αποτέλεσμα της πρώτης ρίψης και β το αποτέλεσμα 
της δεύτερης. Θεωρούμε την συνάρτηση   𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥2 + 1 − 𝑥2𝑒𝑥 + (𝑎 + 𝛽)𝑥 + 2010 
Να βρεθεί η πιθανότητα ώστε η εφαπτομένης της καμπύλης της f  στο σημείο της  𝛭�0, 𝑓(0)�  να είναι παράλληλη 
στην ευθεία   (𝜀):  𝑦 = 5𝑥 − 8 

ΛΥΣΗ: 

Η  f  ορίζεται  για κάθε  𝑥  𝜖  ℝ.Για να είναι η εφαπτομένη της  f  στο σημείο της  Μ  παράλληλη στην (ε)  θα πρέπει:  
𝑓 ′(0) = 5  
Βρίσκουμε την παράγωγο της  f: 

𝑓 ′(𝑥) = �𝑥�𝑥2 + 1�
′
− (𝑥2𝑒𝑥)′ + �(𝑎 + 𝛽)𝑥�′ = �𝑥2 + 1 +

𝑥
2√𝑥2 + 1

(𝑥2 + 1)′ − (2𝑥𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑥) + (𝑎 + 𝛽) = 

= �𝑥2 + 1 +
𝑥 ⋅ 2𝑥

2√𝑥2 + 1
− 2𝑥𝑒𝑥 − 𝑥2𝑒𝑥 + 𝑎 + 𝛽 

Οπότε:  𝑓 ′(0) = √1 + 𝑎 + 𝛽 = 1 + 𝛼 + 𝛽 
Επειδή όμως  𝑓 ′(0) = 5 ⟺ 1 + 𝛼 + 𝛽 = 5 ⟺ 𝜶 + 𝜷 = 𝟒 
Δηλαδή ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου  𝛢 = {(𝛼,𝛽) /  𝛼 + 𝛽 = 4} 
Ο δειγματικός χώρος του πειράματος είναι: 

𝛺 = �

(1,1) (1,2) … (1,6)
(2,1) (2,2) … (2,6)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

(6,1) (6,2) ⋯ (6,6)

�         𝛦𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍   𝛮(𝛺) = 36 

Ενώ το ενδεχόμενο Α είναι   𝛢 = {(1,3), (2,2), (3,1)}     𝜇𝜀     𝛮(𝛢) = 3 

Άρα  𝛲(𝛢) =
𝛮(𝛢)
𝛮(𝛺) =

3
36

=
1

12
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