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1937

ΑΠΟΦΑΣΕΙΣ
 Αριθμ. 8622/Δ2
Πρόγραμμα Σπουδών του μαθήματος «Μαθηματικά» της 

Α΄ και Β΄ τάξης Γενικού Λυκείου και της ομάδας προ−
σανατολισμού των Θετικών Σπουδών της Β΄ και Γ΄ τά−
ξης Γενικού Λυκείου και του μαθήματος «Μαθηματικά 
και Στοιχεία Στατιστικής» της Γ΄ τάξης της ομάδας 
προσανατολισμού των Οικονομικών−Πολιτικών−Κοι−
νωνικών και Παιδαγωγικών Σπουδών Γενικού Λυκείου.

 Ο ΥΠΟΥΡΓΟΣ 
ΠΑΙΔΕΙΑΣ ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ

 Έχοντας υπόψη:
1. Τις διατάξεις του άρθρου 42 παρ. 2 περ. α του 

ν. 4186/ 2013 (Α’ 193) «Αναδιάρθρωση της Δευτεροβάθ−
μιας Εκπαίδευσης και λοιπές διατάξεις».

2. Τις διατάξεις του άρθρου 2 παρ. 3 περ. α υποπ. ββ 
του ν. 3966/2011 (Α΄ 118) «Θεσμικό πλαίσιο των Πρότυπων 
Πειραματικών Σχολείων, Ίδρυση Ινστιτούτου Εκπαιδευτι−
κής Πολιτικής, Οργάνωση του Ινστιτούτου Τεχνολογίας 

Υπολογιστών και Εκδόσεων ’’ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ’’ και λοιπές 
διατάξεις».

3. Το π.δ. 89/2014 (Α΄ 134) «Διορισμός Υπουργών, Ανα−
πληρωτών Υπουργών και Υφυπουργών».

4. Τις διατάξεις του άρθρου 90 του κώδικα Νομοθεσί−
ας για την Κυβέρνηση και τα Κυβερνητικά όργανα που 
κυρώθηκε με το άρθρο πρώτο του Π.Δ. 63/2005 (Α΄ 98).

5. Την με αριθμ. 3/14−01−2015 πράξη του Δ.Σ. του Ινστι−
τούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής.

6. Το γεγονός ότι από την απόφαση αυτή δεν προκα−
λείται δαπάνη σε βάρος του κρατικού προϋπολογισμού, 
αποφασίζουμε:

Άρθρο μόνον

Καθορίζουμε το Πρόγραμμα Σπουδών του μαθήματος 
«Μαθηματικά» της Α΄ και Β΄ τάξης Γενικού Λυκείου και 
της ομάδας προσανατολισμού των Θετικών Σπουδών 
της Β΄ και Γ΄ τάξης Γενικού Λυκείου και του μαθήματος 
«Μαθηματικά και Στοιχεία Στατιστικής» της Γ΄ τάξης 
της ομάδας προσανατολισμού των Οικονομικών−Πολι−
τικών−Κοινωνικών και Παιδαγωγικών Σπουδών Γενικού 
Λυκείου ως εξής:
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1.2. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟΔΕΙΞΗ
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καλ ν δ κα τ τακτικ ν ε ναι·  πολ γ ρ διαφέρει στράτευμα τεταγμένον τάκτου, σπερ λίθοι τε κα πλίνθοι κα ξύλα κα κέραμος τάκτως
μ ν ρριμμένα ο δ ν χρήσιμά στιν, πειδ ν δ ταχθ κάτω μ ν κα πιπολ ς τ μήτε σηπόμενα μήτε τηκόμενα, ο τε λίθοι κα κέραμος, ν μέσ δ α τε πλίνθοι κα τ ξύλα, σπερ ν ο κοδομί
συντίθεται, τότε γίγνεται πολλο ξιον κτ μα, ο κία.»



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
1941

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠



1942
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
1943



1944
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 

Υπάρχουν φυσικές διαδικασίες που (σε δεδομένο επίπεδο γνώσης του ανθρώπου) έχουν (πρακτικώς) προβλέψιμη εξέλιξη. Π.χ. οι κινήσεις των πλανητών του
πλανητικού μας συστήματος, φαινόμενα εκλείψεων, το φαινόμενο του βρασμού ύδατος κατά την θέρμανση του στους 1000 , κλπ. Προφανώς η δυνατότητα αυτής της πρόβλεψης
εξαρτάται από το επίπεδο γνώσης του παρατηρητή19. Υπάρχουν όμως και άλλες διαδικασίες, που παρ’ όλον ότι ενδεχομένως εξηγούνται με αιτιοκρατικές θεωρίες, εντούτοις
λόγω της πολυπλοκότητας των, ΔΕΝ μπορούμε να προβλέψουμε με ακρίβεια την εξέλιξή τους. Π.χ. Το φαινόμενο της βροχής κατά τις επόμενες ημέρες ή των σεισμικών
δονήσεων κατά τα επόμενα έτη, ή την επιβίωση διαγνωσθέντος καρκινοπαθούς κλπ. Με άλλα λόγια, στην μεγάλη πλειοψηφία των φαινομένων που πρακτικώς εξετάζουμε, η
έννοια της τύχης συναρτάται με το επίπεδο γνώσεων που έχουμε την δεδομένη στιγμή. Εάν αυτές οι διαδικασίες (για τις οποίες σήμερα τουλάχιστον) δεν έχουμε δυνατότητα
ακριβούς πρόβλεψης, ικανοποιούν όμως κάποιες κανονικότητες, τότε η θεωρία των πιθανοτήτων μπορεί να μας δώσει κάποιο «μέτρο» πρόβλεψης, που υστερεί βεβαίως της
βεβαίας πρόβλεψης, όμως εξακολουθεί να έχει χρησιμότητα και να μας οδηγήσει στην λήψη επωφελών προφυλακτικών μέτρων κλπ. Π.χ.
«Υπάρχει πιθανότητα 0,7±0.1, να συμβεί σεισμός τουλάχιστον 7,6 ρίχτερ, στην περιοχή του Αγίου Φραγκίσκου (ΗΠΑ), μέχρι το 2030». Μία τέτοια πρόβλεψη θα επηρεάσει τα
νομοθετικά μέτρα που αφορούν την ανθεκτικότητα των κτιρίων.
«Υπάρχει πιθανότητα 40% να βρέξει αύριο στην Αθήνα». Μία τέτοια πρόβλεψη μπορεί να οδηγήσει κάποιους να πάρουν ομπρέλα η κάποιους άλλου να αναβάλουν την εκδρομή
τους.
« στην κατηγορία αυτού του ασθενούς το προσδόκιμο επιβίωσης είναι περίπου 6 χρόνια»¨ Ένας τέτοιος ισχυρισμός μπορεί να οδηγήσει κάποιον ασθενή να οργανώσει την ζωή
του έτσι ώστε να ξεπεράσει το προσδοκώμενο. κλπ κλπ
Τα στοχαστικά μαθηματικά (δηλ. Πιθανότητες και Στατιστική), (στην άμεση προοπτική), έχουν την μεγαλύτερη εφαρμοσιμότητα από τα λοιπά μαθηματικά και τις φυσικές
επιστήμες που διδάσκουμε στο λύκειο. Έχουν όμως και κάποιες διαφορές από τα λοιπά μαθηματικά και αυτό απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή στην συνολική υποστήριξη που το
ΥΠΑΙΘ θα πρέπει να δώσει στην διδασκαλία τους. Π.χ. Είναι δύσκολο να αξιολογηθούν σωστά με εξετάσεις κλειστές με θέματα κλειστού τύπου. Επίσης η σωστή διδασκαλία
και αξιολόγηση συχνά θα απαιτήσει υπολογιστικά μέσα. κλπ
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Ειδικότερα κάνουμε τα παρακάτω σχόλια.

•

•

•
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1.1.1. Εξετάζουν αν ένα αντικείμενο ανήκει ή όχι σε ένα
σύνολο και εκφράζουν αυτή τη σχέση συμβολικά.

1.1.2. Αναπαριστούν τα σύνολα με διάφορους τρόπους
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(αναγραφή, περιγραφή στοιχείων, διαγράμματα Venn).
1.1.3. Αναγνωρίζουν και εφαρμόζουν σχέσεις και πράξεις

μεταξύ συνόλων με χρήση διαφορετικών
αναπαραστάσεων (και λεκτικά με κατάλληλη χρήση
των συνδέσμων «ή» και «και»).

2.1. Πραγματικοί αριθμοί
(1 ώρα)

2.1.1. Διακρίνουν τους ρητούς από τους άρρητους αριθμούς
μέσα από τις διάφορες αναπαραστάσεις τους και
ταξινομούν συγκεκριμένους αριθμούς στα βασικά
υποσύνολα των πραγματικών αριθμών (Ν, Ζ, Q, R-Q).

2.1.2. Διερευνούν την έννοια της «πυκνότητας» και της
«διαδοχικότητας» στα βασικά υποσύνολα των
πραγματικών αριθμών.

2.2. Πράξεις στους
πραγματικούς αριθμούς
(8 ώρες)

2.2.1. Χρησιμοποιούν τις ιδιότητες των πράξεων των
πραγματικών αριθμών στην απόδειξη προτάσεων.

2.2.2. Χρησιμοποιούν τις ιδιότητες των πράξεων των
πραγματικών αριθμών στην επίλυση εξισώσεων 1ου
βαθμού. Επιλύουν προβλήματα με εξισώσεις 1ου
βαθμού.

2.2.3. Εφαρμόζουν διάφορες αποδεικτικές μεθόδους (ευθεία
απόδειξη, απαγωγή σε άτοπο, αντιπαράδειγμα) για να
δείξουν την ισχύ αλγεβρικών προτάσεων.

⇒
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2.3. Διάταξη στους
πραγματικούς αριθμούς
(5 ώρες)

2.3.1. Διερευνούν τις ιδιότητες της διάταξης και εντοπίζουν
ομοιότητες και διαφορές των ιδιοτήτων της ισότητας
και της ανισότητας. Αναπαριστούν στον άξονα των
πραγματικών αριθμών σύνολα που προσδιορίζονται
από ανισοτικές σχέσεις και τα συμβολίζουν
χρησιμοποιώντας διαστήματα.

+
< ⇒ < <

2.3.2. Χρησιμοποιούν τη διάταξη και τις ιδιότητές της για να
επιλύσουν ανισώσεις 1ου βαθμού. Επιλύουν
προβλήματα με ανισώσεις 1ου βαθμού.

2.4. Απόλυτη τιμή πραγματικού
αριθμού (5 ώρες)

2.4.1. Συνδέουν τον αλγεβρικό ορισμό της απόλυτης τιμής με
τη γεωμετρική της ερμηνεία.

2.4.2. Διερευνούν τις βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιμής
και τις ερμηνεύουν γεωμετρικά (όσες είναι δυνατόν).

⋅ = ⋅ = + ≤ +

⇔ ⇔
⇔
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2.4.3. Χρησιμοποιούν τις ιδιότητες της απόλυτης τιμής στην
επίλυση απλών εξισώσεων, ανισώσεων και
προβλημάτων.

− = − <

2.5. Ρίζες πραγματικών αριθμών
(3 ώρες)

2.5.1. Αναγνωρίζουν τη ν-οστή ρίζα μη αρνητικού αριθμού
ως τη μοναδική μη αρνητική λύση της εξίσωσης xν = α.

2.5.2. Χρησιμοποιούν τις ιδιότητες γινομένου και πηλίκου ν-
οστών ριζών.

Είναι σημαντικό οι μαθητές να εμπλακούν στη διαδικασία
απόδειξης των ιδιοτήτων των ριζών:

⋅ = ⋅ν ν να β α β , =
ν

ν
ν

α α
ββ

και ⋅=μ μ νν α α

2.5.3. Επιλύουν απλές εξισώσεις της μορφής xν = α (α ∈ )

=

=

3.1. Γενικά περί συναρτήσεων
(6 ώρες)

3.1.1. Αναγνωρίζουν την έννοια της συνάρτησης μέσα από
καταστάσεις συμμεταβολής και αντιστοίχισης
διαφόρων ειδών και αποδίδουν νόημα στον ορισμό της
συνάρτησης.

3.1.2. Επιχειρηματολογούν αν μία σχέση ή αντιστοιχία είναι
συνάρτηση ή όχι. Χρησιμοποιούν κατάλληλα το
συμβολισμό και την ορολογία.
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3.1.3. Μοντελοποιούν και επιλύουν προβλήματα με τη
βοήθεια συναρτήσεων.

3.1.4. Συνδέουν διαφορετικές αναπαραστάσεις μιας
συνάρτησης (τύπος, πίνακας τιμών και γραφική
παράσταση).

3.1.5. Αντλούν πληροφορίες από τη γραφική παράσταση μιας
συνάρτησης για το πεδίο ορισμού, το πλήθος των
ριζών, το πρόσημο των τιμών της. Ερμηνεύουν
αλγεβρικά τα σημεία τομής της με τους άξονες.

3.1.6. Ερμηνεύουν μία δεδομένη γραφική παράσταση
συνάρτησης για να επιλύσουν ένα πρόβλημα.

3.2. Μελέτη βασικών
συναρτήσεων.

= +

3.2.1. Διερευνούν το ρόλο των παραμέτρων α και β στη
γραφική παράσταση της = + .

3.2.2. Διερευνούν και διατυπώνουν συμπεράσματα που
αφορούν στη μονοτονία συναρτήσεων της
μορφής = + .

3.2.3. Χρησιμοποιούν την = + στη μοντελοποίηση
και επίλυση προβλημάτων.
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= 3.2.4. Αναπαριστούν γραφικά και διερευνούν τις συναρτήσεις

= και = − ως προς τη μονοτονία, τα
ακρότατα και τις συμμετρίες. Γενικεύουν τα

συμπεράσματά τους για τη συνάρτηση = . =

=

3.2.5. Αναπαριστούν γραφικά συγκεκριμένες συναρτήσεις της

μορφής = + + μέσω μετατοπίσεων της

= . Mέσω της γραφικής παράστασης
διερευνούν συγκεκριμένες συναρτήσεις της μορφής

= + + ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα
και τις συμμετρίες.

( )= −

= +

= − + ( )= − +

( ) =

4.1. Εξισώσεις 2ου βαθμού
(5 ώρες)

4.1.1. Αναγνωρίζουν ότι οι τετμημένες των σημείων τομής
της γραφικής παράστασης της συνάρτησης

= + + με τον άξονα x΄x είναι οι ρίζες της

εξίσωσης + + = ≠ .
4.1.2. Επιλύουν εξισώσεις 2ου βαθμού με τη μέθοδο της

συμπλήρωσης τετραγώνου και με τον τύπο των λύσεων.

4.1.3. Παραγοντοποιούν το τριώνυμο εφόσον γνωρίζουν τις
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ρίζες του.

4.1.4. Επιλύουν απλές εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις
2ου βαθμού.

4.1.5. Μοντελοποιούν και επιλύουν προβλήματα με χρήση
εξισώσεων 2ου βαθμού.

4.2. Ανισώσεις 2ου βαθμού
(5 ώρες)

4.2.1. Χρησιμοποιούν τη γραφική παράσταση της

συνάρτησης = + + στην επίλυση της

ανίσωσης + + > (ή της + + < ).
4.2.2. Διερευνούν αλγεβρικά το πρόσημο του τριωνύμου και

χρησιμοποιούν τα συμπεράσματα στην επίλυση
ανισώσεων 2ου βαθμού και απλών ανισώσεων που
ανάγονται σε ανισώσεις 2ου βαθμού.

4.2.3. Μοντελοποιούν και επιλύουν προβλήματα με χρήση
ανισώσεων 2ου βαθμού.

5.1. Γραμμικά συστήματα 2×2
(3 ώρες)

5.1.1. Αναγνωρίζουν ότι η γραμμική εξίσωση
+ = ≠ ή ≠ είναι εξίσωση ευθείας.

Αναγνωρίζουν ότι οι λύσεις της είναι τα σημεία της
ευθείας. Αναγνωρίζουν ότι το πλήθος λύσεων του
γραμμικού συστήματος

+ =⎧
⎨ + =⎩

εξαρτάται από τη σχετική θέση των δυο ευθειών.

Μέσω προβλημάτων νοηματοδοτείται το άπειρο πλήθος
λύσεων της εξίσωσης.
Αναγνωρίζουν αλγεβρικά και γραφικά ότι η γραμμική
εξίσωση + = ≠ ή ≠ έχει άπειρες λύσεις.
Αντιστοιχίζουν τις λύσεις με τα σημεία της ευθείας.

5.1.2. Επιλύουν γραμμικά συστήματα 2x2 γραφικά και
αλγεβρικά.

= +
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5.1.3. Αναγνωρίζουν και κατασκευάζουν γραμμικά
συστήματα 2x2 με μία, καμία ή άπειρες λύσεις.

5.2. Συστήματα 3×3 (1 ώρα) 5.2.1. Επιλύουν γραμμικά συστήματα τριών εξισώσεων με
τρεις αγνώστους.

5.3. Μη γραμμικά συστήματα
2×2 (1 ώρα)

5.3.1. Επιλύουν μη γραμμικά συστήματα με δύο αγνώστους,
αλγεβρικά και γραφικά.

5.4. Επίλυση προβλημάτων με
συστήματα (2 ώρες)

5.4.1. Μεταφράζουν ένα πρόβλημα στη μαθηματική γλώσσα
χρησιμοποιώντας συστήματα. Επιλύουν το σύστημα και
ερμηνεύουν τη λύση στο πλαίσιο του προβλήματος

5.4.2. Κατασκευάζουν δικά τους προβλήματα που επιλύονται
με σύστημα.

6.1. Δειγματικός χώρος και
ενδεχόμενα (2 ώρες)

6.1.1. Αναγνωρίζουν αν ένα πείραμα είναι πείραμα τύχης.

6.1.2. Προσδιορίζουν το δειγματικό χώρο ενός πειράματος
τύχης και ενδεχόμενα αυτού με διάφορους τρόπους
(π.χ. δενδροδιαγράμματα, διαγράμματα Venn, πίνακες
διπλής εισόδου).

6.2. Πράξεις με ενδεχόμενα
(1 ώρα)

6.2.1. Μεταφράζουν διάφορες σχέσεις ενδεχομένων που είναι
διατυπωμένες σε φυσική γλώσσα, στη γλώσσα των
συνόλων και αντίστροφα.

6.3. Εισαγωγή στην έννοια της
Πιθανότητας (3 ώρες)

6.3.1. Εκτιμούν την πιθανότητα πραγματοποίησης ενός
ενδεχομένου με τη βοήθεια της σχετικής συχνότητας.
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6.3.2. Επιλύουν προβλήματα χρησιμοποιώντας τον κλασικό
ορισμό.

6.4. Λογισμός Πιθανοτήτων
(2 ώρες)

6.4.1. Διατυπώνουν τους κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων
τους αιτιολογούν με διαγράμματα Venn και τους
χρησιμοποιούν στην επίλυση προβλημάτων.

7.1. Τριγωνομετρικοί αριθμοί
γωνίας - Τριγωνομετρικός
κύκλος (4 ώρες)

7.1.1. Επιλύουν προβλήματα χρησιμοποιώντας τους
τριγωνομετρικούς αριθμούς οξειών γωνιών.

7.1.2. Ορίζουν τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνίας μ°,
∈ , τοποθετώντας την κατάλληλα στο σύστημα

συντεταγμένων.

( )⋅ + = ∈

7.1.3. Ορίζουν τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνίας με τη
βοήθεια του τριγωνομετρικού κύκλου. − ≤ ≤
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25

7.2. Βασικές τριγωνομετρικές
ταυτότητες (2 ώρες)

+ = = =

+ =

7.3. Νόμος ημιτόνων - Νόμος
συνημιτόνων (4 ώρες)

∩ ∩ ∩ ∩ ∩
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∩ ∩ ∩ ∩ ∩

∈ − ∈ ∈ ⊄ ∈ − ∈ ⊆ − ⊆ ∪ = ∩ =∅

i) Tο άθροισμα των δύο αριθμών είναι σίγουρα άρτιος.
ii) Το άθροισμα των δύο αριθμών είναι σίγουρα περιττός.
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iii) Δεν είναι σίγουρο αν το άθροισμα είναι περιττός ή άρτιος μέχρι να μάθουμε ποιοι είναι οι αριθμοί.

32
5
9 +C

i) +

ii) −

+ + −

= + + −

+ ⋅ − ⋅ +
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( ) = −
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− − <

− + −⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
− −

= − −

= +

+ =
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1. Βασικές Αρχές της Ευκλείδειας Γεωμετρίας ως Αξιωματικό Σύστημα (2 ώρες)

1.1. Εισαγωγή στους σκοπούς της
Ευκλείδειας Γεωμετρίας
(1 ώρα)

1.1.1. Εξηγούν την ανάγκη αποδεικτικών διαδικασιών.
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1.2. Οι κατά Ευκλείδη Όροι,

Κοινές Έννοιες, Αιτήματα,
Προτάσεις και η μεταγραφή
τους στη σύγχρονη
επιστημολογία (1 ώρα)

1.2.1. Αναγνωρίζουν το ρόλο και την αναγκαιότητα των
ορισμών και των αξιωμάτων για τη θεμελίωση της
Γεωμετρίας.

2. Τα Βασικά Γεωμετρικά Σχήματα (4 ώρες)

2.1. Σχεδίαση και συμβολισμοί
βασικών γεωμετρικών
σχημάτων (1 ώρα)

2.1.1. Σχεδιάζουν, ονομάζουν και ορίζουν τα βασικά
γεωμετρικά σχήματα.

2.1.2. Χρησιμοποιούν τους συμβατικούς συμβολισμούς για
να αναφερθούν σε γεωμετρικά σχήματα.

2.2. Υποθέσεις και
Συμπεράσματα (3 ώρες)

2.2.1. Εντοπίζουν τις υποθέσεις και τα συμπεράσματα
θεωρημάτων, λημμάτων, πορισμάτων κ.λπ.

2.2.2. Αποδεικνύουν απλές προτάσεις χρησιμοποιώντας τη
μέθοδο της ευθείας απόδειξης.

2.2.3. Ανατρέπουν εικασίες με χρήση αντιπαραδειγμάτων.

2.2.4. Σχηματίζουν και διαφοροποιούν αντίστροφες και
αντιθετοαντίστροφες προτάσεων που έχουν υποθέσεις
και συμπεράσματα.

3. Παράλληλες ευθείες (8 ώρες)
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3.1. Το 5ο αίτημα του Ευκλείδη ή
αξίωμα των παραλλήλων
(1 ώρα)

3.1.1. Γνωρίζουν την ύπαρξη άλλων Γεωμετριών πλην της
Ευκλειδείου.

3.2. Θεωρήματα - κριτήρια
παραλληλίας (3 ώρες)

3.2.1. Αποφαίνονται για την παραλληλία ή μη δύο ευθειών
του επιπέδου από τις σχέσεις των γωνιών που
σχηματίζουν αυτές όταν τέμνονται από Τρίτη.

3.3. Άθροισμα γωνιών τριγώνου
(3 ώρες)

3.3.1. Χρησιμοποιούν το θεώρημα για το άθροισμα γωνιών
τριγώνου, στην απόδειξη προτάσεων.

3.3.2. Αποδεικνύουν τον τύπο για το άθροισμα γωνιών
κυρτού ν-γώνου.

3.4. Γωνίες με πλευρές
παράλληλες - κάθετες
(1 ώρα)

3.4.1. Αναγνωρίζουν γωνίες με πλευρές κάθετες ή
παράλληλες.

4. Τρίγωνα (12 ώρες)

4.1. Ορισμός ισότητας τριγώνων
και κριτήρια ισότητας
τριγώνων (3 ώρες)

4.1.1. Διακρίνουν τον ορισμό από τα κριτήρια ισότητας
τριγώνων.



1978
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 

4.1.2. Διακρίνουν πότε σχέσεις μεταξύ πλευρών και γωνιών
τριγώνων αποτελούν κριτήριο ισότητας αυτών και πότε
όχι.

4.2. Προτάσεις στα ισοσκελή
τρίγωνα (2 ώρες)

4.2.1. Αξιοποιούν σε ένα τρίγωνο την ταύτιση δύο εκ των
στοιχείων του (διχοτόμος, ύψος, διάμεσος,
μεσοκάθετος) ως ικανής και αναγκαίας συνθήκης, ώστε
να είναι ισοσκελές.

4.3. Γεωμετρικοί τόποι, η
περίπτωση της διχοτόμου
γωνίας και της μεσοκαθέτου
ευθυγράμμου τμήματος
(2 ώρες)

4.3.1. Κατασκευάζουν με κανόνα και διαβήτη τη διχοτόμο
γωνίας και τη μεσοκάθετο ευθυγράμμου τμήματος.

4.3.2. Αξιοποιούν τις ιδιότητες της διχοτόμου γωνίας και της
μεσοκαθέτου ευθυγράμμου τμήματος στην επίλυση
προβλημάτων.

4.4. Ανισοτικές σχέσεις στα
τρίγωνα (2 ώρες)

4.4.1. Διαπιστώσουν την αναγκαιότητα της τριγωνικής
ανισότητας στην κατασκευή τριγώνου.
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4.4.2. Εφαρμόζουν στην επίλυση προβλημάτων τις ανισοτικές
σχέσεις που διέπουν πλευρές και γωνίες τριγώνου.

4.5. Προτάσεις σε χορδές, τόξα,
αποστήματα και εφαπτομένη
κύκλου (3 ώρες)

4.5.1. α) Διχοτομούν τόξο και

5. Παραλληλόγραμμα – Τραπέζια (18 ώρες)

5.1. Παραλληλόγραμμα: ορισμός,
ιδιότητες, κριτήρια (3 ώρες)

5.1.1. Διακρίνουν τον ορισμό από τις ιδιότητες
παραλληλογράμμων και από τα κριτήρια που
εξασφαλίζουν ότι ένα τετράπλευρο είναι
παραλληλόγραμμο.

5.1.2. Πιστοποιούν το ισοδύναμο μεταξύ δοθέντος ορισμού
και ενός εκ των προηγουμένων κριτηρίων.

5.2. Ειδικά παραλληλόγραμμα:
Ορθογώνιο, Ρόμβος,
Τετράγωνο (3 ώρες)

5.2.1. Ταξινομούν τα παραλληλόγραμμα με βάση τις
ιδιότητές τους.

5.2.2. Ελέγχουν με αντιπαραδείγματα την αλήθεια
αντιστρόφων προτάσεων σχετικές με τις ιδιότητες των
παραλληλογράμμων.

5.2.3. Διαπιστώνουν συμμετρίες (κεντρικές, αξονικές) σε
παραλληλόγραμμα.

5.3. Εφαρμογές των
παραλληλογράμμων (5 ώρες)

5.3.1. Χρησιμοποιούν τις ιδιότητες των παραλληλογράμμων
στην επίλυση προβλημάτων.
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5.4. Χαρακτηριστικά σημεία
τριγώνου: Έγκεντρο,
Περίκεντρο, Ορθόκεντρο,
Βαρύκεντρο (5 ώρες)

5.4.1. Εντοπίζουν τις θέσεις του περικέντρου και του
ορθοκέντρου ανάλογα με το είδος του τριγώνου.

5.5. Τραπέζια (2 ώρες) 5.5.1. Αξιοποιούν την ιδιότητα της διαμέσου του τραπεζίου
στην επίλυση προβλημάτων.
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6. Ευθείες και Επίπεδα στο χώρο (6 ώρες)

6.1. Ευθείες και επίπεδα στο χώρο
(3 ώρες)

6.1.1. Σχεδιάζουν τα βασικά στοιχεία του χώρου.

6.1.2. Αναγνωρίζουν σχετικές θέσεις ευθειών, επιπέδων,
ευθειών και επιπέδων στο χώρο.

6.2. Θεωρήματα παραλληλίας -
καθετότητας ευθειών και
επιπέδων (3 ώρες)

6.2.1. Διακρίνουν:

6.2.2. Αναγνωρίζουν την καθετότητα:

6.2.3. Διαφοροποιούν:
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0 και ανk

k
lim lim ν , k

ν
∗

→+∞ →+∞
= = +∞ ∈

με 1= > −ν
να α , α ν

νlim α
→+∞

1> −α

ν ν
0 αν 1 και αν 1ν νlim α , α lim α , α

→+∞ →+∞
= < = +∞ >

1λ <
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30 /=Eu m s

50 /=Hu m s
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ΡΣΦΛΠΜΚΘΗΔΓΝΚΝΥΘ, , , , , , ,

Π Ρ = x Π Φ = y
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ΑΒΓ ΑΒ ΑΓ ΑΟ Δ ΑΟ Ε ΑΒ
1

ΑΕ ΑΒ
3

=

( ) ( )ΟΑ και ΟΒα β= =
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ΓΔ και ΓΕ

pF 20N= 30

α και β α β⋅ α β⋅

α και β

α β α β α β⋅ ≤ ⋅ α // β

α β ( )2 2 2α β α β⋅ ≤ ⋅ α // β

( ) ( )( )2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2+ ≤ + +x x y y x y x y
1 1 2 2 ∈x , y ,x , y

1 1

2 2

0
x y

x y
=

ο30=φ

5h m=
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W

w x
W // KΛ ⊥

y
W KΛ

x' x y' y

x' x 1 2Μ και Μ

1 1x , y 2 2x , y 2 1

2 1

Δ

Δ

y yy

x x x 1 2Ν Ν=δ

α ,β δ

βλ
α

1 2Ν Ν=δ εφω
Δ

Δ

y

x δλ δ
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( )0 0 0M x , y ( )=δ α,β

( )M x, y 0 0=r OM =r OM 0M M

0= + ⋅ ∈r r t δ , t

0

0

= + ⋅
∈

= + ⋅

⎧
⎨
⎩

x x t α
, t

y y t β

0≠α

( )0 0 όπου− = ⋅ − = = =δ ε

β
y y λ x x , λ λ λ

α
( )0 0− = ⋅ −y y λ x x

0

0

1= + ⋅
∈

= + ⋅

⎧
⎨
⎩

x x t
, t

y y t λ

( )0 0 0M x , y ( )1=δ ,λ
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0=α 0=x x

0

0

0

1

= + ⋅
∈

= + ⋅

⎧
⎨
⎩

x x t
, t

y y t
( )0 0 0M x , y ( )0 1=δ ,

( )Α Β=n , ( )Β Α= −δ ,

Α Β Γ+ =x y n δ n

n δ
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( )2 2: 3− ⋅ − ⋅ = − ∈λε λ λ x λ y λ λ, λ
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λε

λε 0≠λ 0=λ

λ = = 1ε 2ε

λε λ λε ∈λ

1

2

: 3 7

: 3 3 3

− = −

− =

⎧⎪
⎨
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ε x y

ε x y

1

2 =

=n

n
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2 =
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1

2

: 6 1 3

: 5 3 1

− =

+ = −

⎧
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ε x y -

ε x y
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1

2 =
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δ
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2
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: 8 6 1 0
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+ =
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0 9999, ...

1 2 3 40 9 0 99 0 999 0 9999= = = =α . , α . , α . , α . , ...
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10ν να = −
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Εισαγωγή
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ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ
(Σύνολο ωρών 80)

ΣΤΟΧΟΙ
Οι μαθητές να μπορούν να:

ΣΧΟΛΙΑ - ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

• Είναι σημαντικό οι μαθητές να αναγνωρίζουν τις μεταβλητές
και τις παραμέτρους σε μια συνάρτηση.

• Θα συμπεριληφθούν οι τριγωνομετρικές και οι εκθετικές
συναρτήσεις καθώς και οι λογαριθμικές συναρτήσεις

καιy ln x y log x= = που θα διδαχθούν εδώ για πρώτη φορά.
• Προτείνεται να γίνει η δραστηριότητα Δ1.

y αx β= +
2y αx= 3y αx= α

y
x

= y x=

α , β ∈

• Η μοντελοποίηση πρέπει να αφορά σε απλά προβλήματα ώστε
οι μαθητές να εστιάσουν στην αναγνώριση των μεταβλητών
και στη σχέση ανεξάρτητης και εξαρτημένης μεταβλητής.

• Προτείνεται να γίνουν οι δραστηριότητες Δ2, Δ3.



2052
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 

• Προτείνεται να γίνει η δραστηριότητα Δ4.

( ) ( ),y f x y f x= − =

( )=y f x

•

0 ∈x
0 ∈x •

0 ∈x

0x ∈
•

+∞
−∞

•
•
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•

•

•

•

•

( ) ,f x c c= ∈ ( )f x x= ( ) 2f x x= ( )f x x=

• y x= y συνx=

= xy e y ln x=

•

•

•

0x
•
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• Να αποδειχθούν οι τύποι των παραγώγων των συναρτήσεων:

=y x , =y x , , 0 1xy = < ≠ και , με= ∈y x

•

•

•

•

•

• Να δοθεί έμφαση στη σχέση που συνδέει συναρτήσεις που
είναι συνεχείς σε ένα διάστημα και έχουν ίσες παραγώγους στο
εσωτερικό αυτού.

•

•
• Στη διεύθυνση:

http://webspace.ship.edu/msrenault/GeoGebraCalculus/
derivative_app_opt_wire.html
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οι μαθητές μπορούν να εμπλακούν διαδραστικά στη
μεγιστοποίηση του εμβαδού ορθογωνίου με σταθερή
περίμετρο.

•

•

•

•

( )( ) ( )′=y f g x g x

f

•

• ( ) ( ) ( )β

α
f x dx G β G α= −∫ G

f
•
•

•
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Ενδεικτικές Δραστηριότητες
Δ1 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.2.1)

α) β)

γ) δ)



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2057

ε) στ)

ζ) η)



2058
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 

θ)
Δ2 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3 και 1.2.5)
Στο παρακάτω σχήμα το σημείο κινείται πάνω στη διαγώνιο ενός τετραγώνου με μήκος πλευράς .

x x
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x

Δ3 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.2.3)
Ένας κατασκευαστής πουλά ένα προϊόν 110 ευρώ ανά τεμάχιο. Το συνολικό κόστος αποτελείται από το πάγιο κατασκευής 7500 ευρώ και από το κόστος παραγωγής μονάδας
που είναι 60 ευρώ, ανά τεμάχιο.

Δ4 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.3.1)
Μια περιβαλλοντική μελέτη προτείνει ότι η μέση ημερήσια περιεκτικότητα του αέρα σε μονοξείδιο του άνθρακα θα είναι ( ) 0.5 1= +c p p , μέρη ανά εκατομμύριο, όταν ο

πληθυσμός είναι p χιλιάδες. Εκτιμάται ότι σε t χρόνια από σήμερα, ο πληθυσμός θα είναι ( ) 210 0,1= +p t t .

6,8
Δ5 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.3.2)

( ) 2 1f x x= −
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x
( )f x

( )− f x

( )= −y f x ( )y f x=

( )= −y f x

( )= −y f x

x
( )f x

( )f x

( )y f x= ( )=y f x

( )y f x=

( )y f x=
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[Μέρος . . .] [Μέρος . . .]
Δ6 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.6.2, 1.6.3)

( )
2

2

1
1

xg x
x

+=
−

g
Δ7 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.7.1, 1.7.3)

Να βρεθούν, αν υπάρχουν οι οριζόντιες ασύμπτωτες της συνάρτησης ( ) 2

1
1

=
+

f x
x

.

Δ8 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.8.1)
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Δ9 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.1.1, 2.1.3)

Να βρεθούν και να σχεδιασθούν οι εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ( ) 4 22= −f x x x στα σημεία 0 1= −x , 1 0=x και 2 1=x .

Δ10 (αντιστοιχεί στον στόχο 2.3.2)

Μια περιβαλλοντική μελέτη αναφέρει ότι η μέση ημερήσια περιεκτικότητα του αέρα σε μονοξείδιο του άνθρακα θα είναι ( ) 20,5 17c p p= + , μέρη ανά εκατομμύριο, όταν ο

πληθυσμός είναι p χιλιάδες. Εκτιμάται ότι σε t χρόνια από σήμερα, ο πληθυσμός θα είναι ( ) 23,1 0,1= +p t t . Με ποιο ρυθμό θα μεταβάλλεται το μονοξείδιο του άνθρακα, ως
προς το χρόνο, σε 3 χρόνια από σήμερα;
Δ11 (αντιστοιχεί στον στόχο 2.3.2):
Υπολογίζεται ότι σε μήνες από σήμερα ο πληθυσμός μιας κοινότητας θα είναι ( ) 2 20 8000= + +P x x x .

Δ12 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.3.2, 2.3.1 και 2.3.3):
Όταν πετάμε ένα βότσαλο σε μια λίμνη, δημιουργούμε κυματισμό με τη μορφή ομόκεντρων κύκλων. Η ακτίνα του εξωτερικού κύκλου αυξάνεται με σταθερό ρυθμό 1 μέτρο το
δευτερόλεπτο. Όταν η ακτίνα είναι 4 μέτρα, να βρείτε με ποιο ρυθμό αυξάνεται το εμβαδόν της ταραγμένης επιφάνειας του νερού.
Δ13 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.3.1, 2.3.2)
Όταν πέφτει κατακόρυφα ένα αντικείμενο, το ύψος του (σε μέτρα) μετά από t δευτερόλεπτα είναι ( ) 2

0 016= − + +H t t S t H , όπου 0H το αρχικό ύψος και 0S η αρχική ταχύτητα
του αντικειμένου.
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Δ14 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.3.1, 2.3.2):
Τη χρονική στιγμή 0t = ένας αθλητής καταδύσεων πηδάει από το βατήρα, ο οποίος βρίσκεται σε ύψος 32 μέτρων πάνω από το νερό. Η θέση του δίνεται από την εξίσωση:
( ) 216 16 32= − + +s t t t , όπου το sμετράται σε μέτρα και το t σε δευτερόλεπτα.

Δ15 (αντιστοιχεί στον στόχο 3.3.2)
Να βρείτε τους , ∈α β ώστε η συνάρτηση ( ) 2= + +f x x αx β να έχει ελάχιστο στο σημείο 2, το 2 1f ( ) =

Δ16 (αντιστοιχεί στον στόχο 3.3.3):
Υποθέτουμε ότι όταν παραχθούν q τεμάχια ενός προϊόντος, το ολικό κόστος παραγωγής είναι ( ) 23 5 75= + +C q q q , σε ευρώ. Πόσα τεμάχια πρέπει να παραχθούν, ώστε το μέσο
κόστος ανά τεμάχιο να είναι τα μικρότερο;

[ Σημείωση: Το μέσο κόστος ανά τεμάχιο, ( )A q , είναι το ολικό κόστος διά του πλήθους των τεμαχίων, δηλαδή ( ) ( )C q
A q

q
= ]

Δ17 (αντιστοιχεί στον στόχο 3.4.1)
Να μελετηθούν οι συναρτήσεις:

α) ( ) ( )
1

1
f x

x x
=

−
και β) ( ) 0xg x xe , x−= ≥

Δ18 (αντιστοιχεί στους στόχους 4.1.1, 4.1.3)
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Ένας κατασκευαστής έχει οριακό κόστος +− σε ευρώ, ανά τεμάχιο, όταν κατασκευάζει q τεμάχια. Αν γνωρίζουμε ότι το συνολικό κόστος κατασκευής δύο
τεμαχίων είναι 900 ευρώ, να βρείτε το συνολικό κόστος κατασκευής 5 τεμαχίων.
[Υπόδειξη: Το οριακό κόστος είναι η παράγωγος του συνολικού κόστους ( ) )
Δ19 (αντιστοιχεί στους στόχους 4.1.1, 4.1.3)
Η τιμή μεταπώλησης μιας συγκεκριμένης βιομηχανικής μηχανής μειώνεται μετά από μια δεκαετία, με ρυθμό που εξαρτάται από την ηλικία της μηχανής. Όταν η μηχανή είναι x
ετών, ο ρυθμός μεταβολής της τιμής της είναι ( )10x220 − , σε ευρώ ανά έτος.

( )

Δ20 (αντιστοιχεί στον στόχο 4.3.1)
Μια έρευνα αναφέρει ότι σε x μήνες από τώρα, ο πληθυσμός, ( ) , μια πόλης θα αυξάνεται με ρυθμό x62 + . Αν σήμερα ο πληθυσμός της πόλης είναι 5000 κάτοικοι, να
βρείτε πόσο θα είναι σε 9 μήνες από σήμερα.
Δ21 (αντιστοιχεί στον στόχο 4.3.1)
Υποθέτουμε ότι σε x χρόνια από τώρα ένα επενδυτικό σχέδιο θα είναι κερδοφόρο με ρυθμό ( ) 2

1 x50xR += , ευρώ το χρόνο, ενώ ένα δεύτερο επενδυτικό σχέδιο θα είναι
κερδοφόρο με ρυθμό ( ) x5200xR2 += ,ευρώ το χρόνο. Αφού σχεδιάσετε τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις, να απαντήσετε στις ερωτήσεις:

Δ22 (αντιστοιχεί στους στόχους 4.2.1, 4.3.1,4.4.1)
x΄x 2=y x 1=x 3=x

3

1
2= ∫I xdx

Δ23 (αντιστοιχεί στους στόχους 4.2.1, 4.3.1, 4.4.1)
x΄x 4 1= − −y x y΄y 3=x

3

0
( 4 1)= − −∫I x dx

Δ24(αντιστοιχεί στον στόχο 4.4.2)

Ο Νόμος της Παγκόσμιας Έλξης του Νεύτωνα αναφέρει ότι δύο σώματα ε μάζες 1 2,m m , έλκονται μεταξύ τους με δύναμη 1 2

2

⋅
= ⋅

m m
F G

R
, όπου R η απόσταση μεταξύ των

σωμάτων και G η σταθερά βαρύτητας. Αν το ένα σώμα είναι σταθερό, να υπολογίσετε το έργο που απαιτείται για να μετακινήσουμε το άλλο σώμα από τη θέση όπου =R a
στη θέση =R b .
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Β΄ μέρος (Πιθανότητες και Στατιστική)

Εισαγωγή
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•

•
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•
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⋅ ⋅ ⋅
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• •
• Να αποδειχθεί με χρήση της πολλαπλασιαστικής αρχής ότι

• το πλήθος των διατάξεων ν διαφορετικών στοιχείων

ανά κ είναι:

• το πλήθος των διατάξεων με επανάληψη ν διαφορετικών
στοιχείων ανά κ, είναι νκ.

• Για τις διατάξεις με επανάληψη δε θα εισαχθεί
συμβολισμός.

•

• •

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

•
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( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩

( ) ( )
( ) ( ) ( )∩ ∩

⊆ ⇒ ≤
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⋅
⋅ ⋅

•
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( ) ≥ ( )∑ ∑
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( ) ≤
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•

•

•

•

•

•

• Να τονισθεί η σημασία της δοκιμασίας Bernoulli ως
βασική διαδικασία για τη μελέτη του απλούστερου πειράματος
τύχης με δύο πιθανά ενδεχόμενα.

•

•

•

∼
• ∼
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•

( )2
2

x-μ
-

2σ1f(x) = e
σ 2π

∈

•
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• ( ) ( )22 2S x x= −

•

• Να αποδειχθεί, ως εφαρμογή, ότι:

Αν για τις τιμές xi και yi δύο μεταβλητών X καιY ισχύει yi=αxi+β ,
τότε για τη μέση τιμή και την τυπική απόκλιση των μεταβλητών X
και Y θα ισχύει:

⋅

• Προτείνεται η Δ33.
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• Οι μαθητές παροτρύνονται να εμπλακούν σε στατιστικά
προβλήματα του κοινωνικού τους περίγυρου τα οποία συνδέονται
με τον προσανατολισμό των σπουδών τους. Παρουσιάζουν στην
τάξη μικρές διερευνητικές εργασίες με κύριο άξονα τη Στατιστική,
στις οποίες διατυπώνουν στατιστικά ερωτήματα, συλλέγουν και
αναλύουν δεδομένα και ερμηνεύουν τα αποτελέσματα.

• Προτείνεται η Δ34.
4.3.1. να αποκτήσουν μια πρώτη γνωριμία
με την έννοια της τυχαίας δειγματοληψίας. • Προτείνετε η Δ35.

• Για τους στόχους τους κεφαλαίου 4 προτείνεται η δραστηριότητα
Δ36 με την υπόδειξη να εκπονηθεί παράλληλα με τους
αντίστοιχους διδακτικούς στόχους.

• Όταν έχουμε ζεύγη παρατηρήσεων που αντιστοιχούν σε δύο
μεταβλητές τότε το διάγραμμα διασποράς αποτελεί ένα
οπτικό μέσο με το οποίο μπορούμε να εξερευνήσουμε την
ύπαρξη ή όχι συσχέτισης.
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• Όταν δύο μεταβλητές σχετίζονται, στατιστικά, μεταξύ τους
σημαίνει ότι οι αλλαγές στις τιμές της μιας μεταβλητής οδηγούν
σε αλλαγές και στις τιμές της άλλης, ανάλογα με το είδος της
συσχέτισης. Οι μεταβλητές δε διέπονται απαραίτητα από μια
σχέση αιτίας – αποτελέσματος.

• Αν η αύξηση της μιας μεταβλητής οδηγεί στην αύξηση της άλλης,
τότε η συσχέτιση είναι θετική. Στην αντίθετη περίπτωση θα
ονομάζεται αρνητική. Για παράδειγμα, το ύψος της παραγωγής
ενός εργοστασίου είναι θετικά συσχετισμένο με το σύνολο των
ωρών που εργάζονται οι υπάλληλοι. Αντίστοιχα, η απόσταση σε
χιλιόμετρα που θα διανύσει ένα αυτοκίνητο ανά λίτρο βενζίνης
είναι αρνητικά συσχετισμένο με το βάρος του αυτοκινήτου.

• Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson αποτελεί ένα μέτρο του
βαθμού της γραμμικής συσχέτισης μεταξύ δύο μεταβλητών.

• Η υπόθεση ότι η σχέση αυτή είναι μια ευθεία γραμμή οδηγεί στη
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μελέτη του απλού γραμμικού μοντέλου.

• Για τους στόχους 5.1.1., 5.1.2 και 5.2.1 προτείνεται η Δ29.

• Οι μαθητές θα πρέπει να μπορούν να σχεδιάζουν την ευθεία
παλινδρόμησης είτε εμπειρικά (με το μάτι) είτε με χρήση ΤΠΕ και
να γνωρίζουν ότι αυτή διέρχεται πάντα από το σημείο M( ).

• Να τονισθεί ότι από την ευθεία παλινδρόμησης y=α+βxδεν
προκύπτει ότι η ευθεία x= είναι επίσης η ευθεία

παλινδρόμησης του x πάνω στο y.

• Οι εκτιμήσεις του y με την ευθεία παλινδρόμησης y=α+βxείναι
αποδεκτές όταν χρησιμοποιήσουμε τιμές του x μεταξύ της
ελάχιστης και μέγιστης τιμής από το σύνολο των παρατηρήσεων
(xi,yi)
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• Για τους στόχους 5.3.1., 5.3.2. 5.3.3 προτείνονται η Δ30 και Δ31.

• Οι μαθητές θα πρέπει να εκπονούν διερευνητικές διεργασίες, να
κάνουν στατιστικές αναλύσεις και να συντάσσουν μια σύντομη
αναφορά όπου θα περιγράφουν τις μεθόδους που χρησιμοποίησαν
και τα αποτελέσματα τους.

• Για το σκοπό του στόχου 5.3.3. προτείνεται η Δ32.
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−⎧
= ⎨
⎩
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Α1 Α2 Α3 Α4 Α5 Α6 Α7 Α8 Α9 Α10
Αριθμός
εβδομαδιαίων
πωλήσεων CD (x)

125 172 220 186 95 90 176 255 163 262

Αριθμός μαθητών (y) 50 71 102 86 41 38 70 120 71 122
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Η διδασκαλία της Μαθηματικής Ανάλυσης στο Λύκειο αποτελεί την εισαγωγή των μαθητών σε μια σημαντική περιοχή των Μαθηματικών με πλήθος εφαρμογών σε πολλούς
τομείς των μαθηματικών καθώς και σε άλλες επιστήμες.
Η Ανάλυση απαιτεί την ανάπτυξη ενός τρόπου σκέψης ποιοτικά διαφορετικού από αυτόν που γνώρισαν οι μαθητές στην Άλγεβρα και στη Γεωμετρία. Ο πυρήνας αυτού του
διαφορετικού τρόπου σκέψης είναι οι άπειρες διαδικασίες και ο προσδιορισμός αγνώστων ποσοτήτων μέσα από την προσέγγιση τους οσοδήποτε κοντά από γνωστές ποσότητες.
Μια πρώτη επαφή με τέτοιου τύπου διαδικασίες είχαν οι μαθητές στην Ευκλείδεια Γεωμετρία με τον υπολογισμό του εμβαδού κύκλου. Σε αντίθεση με τον υπολογισμό του
εμβαδού πολυγώνων, ο οποίος γίνεται με πεπερασμένες διαδικασίες (χωρισμός του πολυγώνου σε πεπερασμένα το πλήθος πολύγωνα γνωστού εμβαδού), στην περίπτωση του
κύκλου, επειδή τέτοιου τύπου διαδικασία δεν είναι αποτελεσματική, προσεγγίζουμε τον κύκλο οσοδήποτε κοντά από κανονικά πολύγωνα και έτσι υπολογίζουμε το εμβαδόν του.
Αυτή η διαδικασία υπολογισμού έχει ως βάση την έννοια του ορίου, η οποία αποτελεί την θεμελιώδη έννοια της Ανάλυσης. Ωστόσο, επειδή είναι μια ιδιαίτερα λεπτή έννοια και
ο τυπικός «ε-δ» ορισμός αντικειμενικά είναι δύσκολο να κατανοηθεί από μαθητές της Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης, η διδασκαλία της Ανάλυσης στο Λύκειο συνήθως
περιορίζεται σε απλή εφαρμογή τύπων με αξιοποίηση κυρίως αλγεβρικών δεξιοτήτων και δεν περιλαμβάνει μια ουσιαστική εισαγωγή στον τρόπο σκέψης αυτής της μαθηματικής
περιοχής. Αποτέλεσμα μιας τέτοιας διδασκαλίας, όπως έχει προκύψει από έρευνες στην Ελλάδα και στο εξωτερικό, είναι ένα μεγάλο ποσοστό μαθητών να δημιουργεί
παρανοήσεις και να σχηματίζει λανθασμένες αντιλήψεις και εικόνες για τις έννοιες και τα θεωρήματα της Ανάλυσης, με συνέπεια να αντιμετωπίζουν σοβαρά εμπόδια στη
μετέπειτα πορεία τους στην τριτοβάθμια εκπαίδευση.
Σκοπός της διδασκαλίας της Μαθηματικής Ανάλυσης στο Λύκειο είναι να προετοιμάσει το έδαφος για μια πιο προχωρημένη μελέτη της στο Πανεπιστήμιο. Με δεδομένο ότι ο
τυπικός ορισμός του ορίου και οι περισσότερες αποδείξεις των προτάσεων και των θεωρημάτων της Ανάλυσης είναι εκτός του πλαισίου των μαθηματικών του Λυκείου, για να
αποτελέσει η διδασκαλία της μια πραγματική εισαγωγή στην περιοχή αυτή, πρέπει να συμβάλλει στην ανάπτυξη σωστών διαισθητικών αντιλήψεων από τους μαθητές για τις
έννοιες, τις ιδιότητες τους και τα θεωρήματα της Ανάλυσης μέσα από την ουσιαστική χρήση οπτικών αναπαραστάσεων. Γι’ αυτό πρέπει να υπάρξει μια ισορροπία και σύνδεση
των τυπικών λύσεων και των αντίστοιχων οπτικών αναπαραστάσεων με στόχο την κατανόηση των ιδιοτήτων της Ανάλυσης σε ένα πρώτο διαισθητικό επίπεδο.
Το νέο ΠΣ για τη Μαθηματική Ανάλυση έχει ως κύριο στόχο την εννοιολογική κατανόηση σε ένα αρχικό επίπεδο, μέσα από την ανάπτυξη σωστής διαισθητικής αντίληψης των
βασικών εννοιών και θεωρημάτων της Μαθηματικής Ανάλυσης, σε συνδυασμό με την ανάπτυξη δεξιοτήτων για τη λύση προβλημάτων. Για το λόγο αυτό, η εφαρμογή χωρίς
κατανόηση θεωρημάτων για μηχανιστικούς υπολογισμούς, η διδασκαλία εννοιών των οποίων η κατανόηση δεν είναι εύκολη από τους μαθητές (π.χ. αόριστο ολοκλήρωμα),
καθώς και η ανάπτυξη τεχνικών για την αντιμετώπιση δύσκολων ασκήσεων, χωρίς αυτό να συνδυάζεται με κάποια βαθύτερη κατανόηση, δεν προσφέρονται για την
εξυπηρέτηση των παραπάνω στόχων.
Οι βασικές υποπεριοχές της Μαθηματικής Ανάλυσης είναι ο Διαφορικός Λογισμός και ο Ολοκληρωτικός Λογισμός, ενώ τα κεντρικά στοιχεία της περιοχής της Ανάλυσης είναι
τα εξής:
Κεφάλαιο 1: Όριο και Συνέχεια συνάρτησης
Στην ενότητα αυτή γίνεται αρχικά σύντομη ανασκόπηση των βασικών στοιχείων των συναρτήσεων (Ορισμός, Ισότητα, Πράξεις, Σύνθεση, Μονοτονία, Ακρότατα). Ακολούθως
γίνεται εισαγωγή στο όριο συνάρτησης το οποίο αποτελεί τη βάση για την Ανάλυση. Μέσα από κατάλληλα παραδείγματα οι μαθητές πρέπει να αναπτύξουν πλούσιες
αναπαραστάσεις για το όριο και τη συνέχεια. Οι τυπικές αποδείξεις σε ιδιότητες και ασκήσεις, σε συνδυασμό με τις αντίστοιχες αναπαραστάσεις, θα συμβάλουν ουσιαστικά
στους στόχους που αναφέρθηκαν παραπάνω.
Κεφάλαιο 2: Παράγωγος
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Η ενότητα της παραγώγου είναι μία από αυτές όπου, εκτός από την κατανόηση των εννοιών, οι μαθητές πρέπει να δουν και να αντιμετωπίσουν εφαρμογές σε προβλήματα. Μέσα
από προβλήματα που αφορούν στην στιγμιαία ταχύτητα, στην επιτάχυνση κινητού, στον ρυθμό μεταβολής, κ.α. θα φανεί η αποτελεσματικότητα των εργαλείων της Ανάλυσης σε
περιπτώσεις οι οποίες δεν μπορούν να αντιμετωπιστούν με άλλα εργαλεία.
Κεφάλαιο 3: Μελέτη Συνάρτησης
Η συγκεκριμένη ενότητα ξεκινά με τα βασικά θεωρήματα της συνέχειας, τα οποία θα ερμηνευθούν και γεωμετρικά. Η σημασία των συμπερασμάτων των θεωρημάτων αυτών θα
αναδειχθεί, μέσω επιλογής των κατάλληλων εφαρμογών. Ακολουθεί η μελέτη συνάρτησης με χρήση της παραγώγου, οπότε θα προκύψουν τα βασικά αποτελέσματα σε σχέση με
τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα, τα σημεία καμπής και, τελικά, τη γραφική παράστασης μιας συνάρτησης. Στην κατεύθυνση αυτή θα δίνονται πραγματικά
προβλήματα, από διάφορες επιστημονικές περιοχές, στα οποία θα ζητείται το μέγιστο ή το ελάχιστο μιας συνάρτησης. Έτσι, μέσω της μελέτης συνάρτησης, υλοποιείται ο
σημαντικότερος στόχος της διδασκαλίας των παραγώγων.
Κεφάλαιο 4: Τριγωνομετρικές, Εκθετικές και Λογαριθμικές Συναρτήσεις
Στην ενότητα αυτή γίνεται η τελική και ολοκληρωμένη παρουσίαση των τριγωνομετρικών, των εκθετικών και των λογαριθμικών συναρτήσεων, που οι μαθητές έχουν
συναντήσει σε προηγούμενα έτη στο Λύκειο. Οι παραπάνω συναρτήσεις μελετώνται αναλυτικά, ως προς τη συνέχεια και την παραγωγισιμότητα, για να αποτελέσουν ένα
εξαιρετικά χρήσιμο εργαλείο για τον εμπλουτισμό παραδειγμάτων, αλλά και την επίλυση προβλημάτων της Ανάλυσης, καθώς βρίσκονται στο σταυροδρόμι όπου συναντώνται
διάφορες επιστημονικές περιοχές.
Κεφάλαιο 5: Ολοκληρωτικός Λογισμός
Η ενότητα του ολοκληρώματος (όπως και της παραγώγου) είναι μία από αυτές όπου, εκτός από την κατανόηση των εννοιών, οι μαθητές πρέπει να δουν και να αντιμετωπίσουν
εφαρμογές σε προβλήματα. Μέσα από προβλήματα που αφορούν στην εύρεση εμβαδού, όγκου κ.α. θα φανεί η αποτελεσματικότητα των εργαλείων του Απειροστικού Λογισμού
σε περιπτώσεις οι οποίες δεν μπορούν να αντιμετωπιστούν με άλλα εργαλεία. Αξιοποιώντας τις ΤΠΕ, θα γίνουν αντιληπτές έννοιες, όπως της παράγουσας μιας συνάρτησης (και
κατ’ επέκταση όλων των βασικών συναρτήσεων), του ορισμένου ολοκληρώματος και εφαρμογών του στον υπολογισμό εμβαδών επίπεδων χωρίων και όγκων στερεών εκ
περιστροφής.
Στην ενότητα αυτή, αλλά και σε όλες τις προηγούμενες, θα πρέπει να αποφευχθεί η μηχανιστική εφαρμογή διαδικασιών και τεχνικών , καθώς και ασκήσεων που ουσιαστικά
αφορούν ενότητες της Ανάλυσης, οι οποίες δεν περιλαμβάνονται στην ύλη της Γ΄ Λυκείου. Αυτά όχι μόνο δε συμβάλουν, αλλά δημιουργούν σοβαρά χρονικά εμπόδια στην
επίτευξη των ουσιαστικών στόχων του μαθήματος.
Σε όλα τα παραπάνω κεφάλαια εξετάζονται συναρτήσεις που ορίζονται σε διάστημα ή σε ένωση διαστημάτων. Επιπλέον, στα πρώτα τρία κεφάλαια τα παραδείγματα, οι
δραστηριότητες και τα προβλήματα αφορούν σε πολυωνυμικές και ρητές συναρτήσεις, σε συναρτήσεις με απλά ριζικά, καθώς και σε συναρτήσεις που προκύπτουν από αυτές με
πράξεις ή σύνθεση. Παραδείγματα, δραστηριότητες και προβλήματα που αφορούν σε τριγωνομετρικές, εκθετικές και λογαριθμικές συναρτήσεις θα γίνουν για πρώτη φορά στο
τέταρτο κεφάλαιο, όπου μελετώνται οι συναρτήσεις αυτές.
Στη διδασκαλία της Ανάλυσης ουσιαστικό ρόλο μπορεί να παίξει η αξιοποίηση της ψηφιακής τεχνολογίας και ιδιαίτερα τα παρεχόμενα λογισμικά Δυναμικής Γεωμετρίας.
Έρευνες έχουν δείξει ότι η χρήση τέτοιων λογισμικών μπορεί να συμβάλλει ουσιαστικά στην ανάπτυξη της ικανότητας των μαθητών να διερευνούν, να δημιουργούν εικασίες και
γενικότερα στην κατανόηση της Ανάλυσης και στην ικανότητα ανάπτυξης μαθηματικών συλλογισμών. Ωστόσο, η επιλογή από τον καθηγητή του τρόπου εφαρμογής των
δυναμικών εργαλείων στην τάξη, καθώς και η επιλογή των κατάλληλων μαθηματικών δραστηριοτήτων, καθορίζει την αποτελεσματικότητα αυτών των εργαλείων στη μάθηση.
Για τη σωστή επιλογή μιας δραστηριότητας επισημαίνεται ότι:
Μια δραστηριότητα πρέπει:
• Να είναι κατανοητή από όλους τους μαθητές και να μην επιτρέπει παρανοήσεις και υπονοούμενα.
• Να αφήνει περιθώρια για έρευνα και αυτενέργεια.
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• Να ενθαρρύνει τη συνεργατικότητα και την ομαδική εργασία, προτρέποντας τους μαθητές και τις ομάδες σε νοητικό ανταγωνισμό.
• Να μην επιτρέπει άμεση προσέγγιση στη λύση.
• Το πρόβλημα από το οποίο προκύπτει η δραστηριότητα, να είναι πλούσιο σε εμπλεκόμενες έννοιες, να είναι σημαντικό, αλλά όχι δύσκολο, ώστε να μπορεί ο μαθητής να

ανταπεξέλθει.
• Η εργασία του προβλήματος να μπορεί να γίνει (όπου αυτό είναι δυνατό) σε δύο τουλάχιστον πλαίσια (π.χ. αριθμητικό, γραφικό), μεταξύ των οποίων ο μαθητής θα μπορεί

να κάνει τις κατάλληλες αντιστοιχίσεις.

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ
(Σύνολο ωρών 125)

ΣΤΟΧΟΙ
Οι μαθητές να μπορούν να:

ΣΧΟΛΙΑ - ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

• Είναι σημαντικό οι μαθητές να αναγνωρίζουν τις μεταβλητές
και τις παραμέτρους σε μια συνάρτηση.

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ1.

καιf g
=f ( x ) g( x )

>f ( x ) g( x ) <f ( x ) g( x )

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ2

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ3
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= +y αx β 2=y αx 3=y αx

α
y

x
= y x=

∈α , β

• Η μοντελοποίηση πρέπει να αφορά σε απλά προβλήματα,
ώστε οι μαθητές να εστιάσουν στην αναγνώριση των
μεταβλητών και στη σχέση ανεξάρτητης και εξαρτημένης
μεταβλητής.

f

y f ( x )= − , y f ( x )= , ( )y f x c= + ,

( )y f x c= + , y cf ( x )= , y f (c x )= , c∈

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ4

0 ∈x • Η εισαγωγή της έννοιας του ορίου να γίνει με εποπτικό
τρόπο, ώστε οι μαθητές να οδηγηθούν στη διατύπωση ενός
«διαισθητικού» ορισμού του ορίου.

0x ∈ • Να τονισθεί ότι, για να έχει νόημα η αναζήτηση του ορίου
μιας συνάρτησης f σε σημείο 0 ∈x δεν απαιτείται η f να

είναι ορισμένη στο 0x , αλλά να ορίζεται «όσο θέλουμε κοντά

στο 0x », δηλαδή η f να είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της
μορφής:

( ) ( )0 0α, x x ,β∪ ή ( )0α, x ή ( )0x ,β
• Οι μαθητές πρέπει, μέσα από κατάλληλες δραστηριότητες, να
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αντιληφθούν ότι το όριο μιας συνάρτησης στο 0x ∈ δεν

εξαρτάται από την τιμή της συνάρτησης στο
0

x (όταν η

συνάρτηση ορίζεται στο
0

x ), αλλά από τις τιμές της «κοντά

στο
0

x »

0x ∈
• Να τονισθεί ότι μια συνάρτηση f , που είναι ορισμένη σε ένα

σύνολο της μορφής ( ) ( )0 0α, x x ,β∪ δεν έχει όριο στο 0x ,
στις ακόλουθες δύο περιπτώσεις:
α) υπάρχουν τα δύο πλευρικά όρια της f στο 0x και είναι

διαφορετικά μεταξύ τους
β) ένα τουλάχιστον από τα δύο πλευρικά όρια της f στο 0x

δεν υπάρχει.
• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ5

0x ∈
• Με τη βοήθεια κατάλληλων αντιπαραδειγμάτων οι μαθητές

να διαπιστώσουν ότι η ύπαρξη του ορίου συνάρτησης που
έχει προκύψει από πράξεις συναρτήσεων δεν συνεπάγεται και
την ύπαρξη του ορίου των επιμέρους συναρτήσεων.

0x ∈

0x

0 ∈x

0x ∈

• Είναι σημαντικό οι μαθητές να ξεκαθαρίσουν ότι το +∞ και
το −∞ δεν είναι πραγματικοί αριθμοί και να κατανοήσουν τη
λογική μέσω της οποίας κάποιες πράξεις είναι επιτρεπτές και
κάποιες άλλες δεν είναι.

0x ∈
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• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ6

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ7

• Να γίνει συσχέτιση του ορίου συνάρτησης στο +∞ με το όριο
ακολουθίας.

∞+ −∞

• Να τονισθεί ότι η ασύμπτωτη στο +∞ (αντιστοίχως στο −∞ )
της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f μπορεί να έχει
και κοινά σημεία με την

fC

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ8

• Στη διεύθυνση:
http://webspace.ship.edu/msrenault/geogebracalculus/derivati
ve_at_a_point.html
οι μαθητές μπορούν να εμπλακούν διαδραστικά με την έννοια
της παραγώγου συνάρτησης σε σημείο.

• Να γίνει αναφορά στο ορισμό:

( ) ( ) ( )
0h

f x h f x
f x

h
lim
→

+ −′ =



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2105

( ) ( ) ( )
→

−′ =
−

( ) ( ) ( )
→

+ −′ =

και να τονισθεί ο ρόλος των x και h στον παραπάνω τύπο.
Να γίνει, επιπλέον, αναφορά και στο συμβολισμό του Leibniz

• Με χρήση παραδειγμάτων στα οποία η εφαπτομένη είτε
διαπερνά είτε έχει περισσότερα από ένα κοινά σημεία με τη
γραφική παράσταση συνάρτησης, να τονισθεί η τοπική έννοια
της εφαπτομένης.

• Να διδαχθεί και η περίπτωση κατακόρυφης εφαπτομένης.
• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ9.
• Να αποδειχθεί ότι αν μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε

ένα σημείο 0x τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό.

• Στη διεύθυνση:
http://webspace.ship.edu/msrenault/geogebracalculus/derivati
ve_as_a_function.html
οι μαθητές μπορούν να εμπλακούν διαδραστικά με την έννοια
της παραγώγου συνάρτησης.

• Να βρεθούν, με χρήση του ορισμού, οι παράγωγοι των
συναρτήσεων:

,f x c c , ( )f x x= , ( ) 2f x x= και ( )f x x= .

• Στη διεύθυνση:
http://webspace.ship.edu/msrenault/geogebracalculus/derivati
ve_elementary_functions.html
οι μαθητές μπορούν να εμπλακούν διαδραστικά με τον
υπολογισμό των παραγώγων των βασικών συναρτήσεων.

• Να μη διδαχθεί η απόδειξη της παραγώγου πηλίκου.

• Να τονισθεί ότι το πρόσημο του ρυθμού μεταβολής στο
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0x φανερώνει την «τάση» που έχει το μέγεθος ( )y f x= να

μεταβληθεί στη θέση 0x . Έτσι:
1. Θετικός ρυθμός μεταβολής δηλώνει αύξηση.
2. Αρνητικός ρυθμός μεταβολής δηλώνει μείωση.
3. Μηδενικός ρυθμός μεταβολής δηλώνει στασιμότητα.
Με τη λογική αυτή εμφανίζονται τα πρόσημα στους
αλγεβρικούς τύπους που προκύπτουν κατά την επίλυση
προβλημάτων.

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ10.
• Προτείνονται οι δραστηριότητες Δ11, Δ12.

3.1.1. • Να διατυπωθεί το θεώρημα Bolzano και στη συνέχεια να αποδειχθ
το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών, κατά την απόδειξη του οποίου 
αναφερθεί ότι η συνάρτηση μετατοπίζεται κατάλληλα ώστε 
εφαρμόζεται το θεώρημα Bolzano.

• Μέσω κατάλληλων δραστηριοτήτων να δοθούν ως συμπεράσμα
του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών οι προτάσεις με τις οπο
βρίσκουμε το σύνολο τιμών μιας συνεχούς και γνησίως μονότονης 
διάστημα συνάρτησης.

3.1.2. Χρησιμοποιούν το Θεώρημα Bolzano και το θεώρημα
Ενδιάμεσων Τιμών για να λύνουν προβλήματα (π.χ.
πρόσημο συνάρτησης και ύπαρξη ρίζας σε διαστήματα του
πεδίου ορισμού της, σύνολο τιμών μιας συνεχούς και
γνησίως μονότονης συνάρτησης σε διαστήματα του πεδίου
ορισμού της).

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ13.

3.2.1. Αποφαίνονται για το αν μία συνάρτηση είναι γνησίως
αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα ή σταθερή, σε ένα διάστημα
Δ, χρησιμοποιώντας το αντίστοιχο κριτήριο μονοτονίας,
και προσδιορίζουν το σύνολο τιμών της και τις ρίζες της.

• Τα κριτήρια μονοτονίας συνάρτησης, δηλαδή τα κριτήρια για γνησί
αύξουσες, γνησίως φθίνουσες και σταθερές συναρτήσεις, να δοθο
χωρίς απόδειξη, αλλά να υποστηριχθούν διαισθητικά με χρήση τω
ΤΠΕ

• Με τη βοήθεια κατάλληλων αντιπαραδειγμάτων οι μαθητές 
διαπιστώσουν ότι δεν ισχύει το αντίστροφο των κριτηρίων για 
γνησίως μονότονες συναρτήσεις.

3.2.2. Χρησιμοποιούν τη μονοτονία συναρτήσεων για να λύνουν • Για τους στόχους 3.2.1. και 3.2.2. προτείνεται η δραστηριότητα Δ14
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εξισώσεις και ανισώσεις της μορφής
( )( ) ( )( )f g x f h x= , ( )( )f g x = και

( )( ) ( )( )f g x f h x> , ( )( )f g x > .
3.2.3. Αποφαίνονται για το αν δύο συναρτήσεις διαφέρουν κατά

σταθερή ποσότητα σε ένα διάστημα Δ, χρησιμοποιώντας
το αντίστοιχο κριτήριο.

• Να δοθεί έμφαση στη σχέση που συνδέει συναρτήσεις που είν
συνεχείς σε ένα διάστημα και έχουν ίσες παραγώγους στο εσωτερι
αυτού..

• Να αποδειχθεί το θεώρημα Fermat και να υποστηριχθεί διαισθητι
με χρήση των ΤΠΕ.

• Να αποδειχθεί η σχέση που συνδέει τη μονοτονία και την 
παράγωγο με τα τοπικά ακρότατα.

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ15.
• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ16.
• Η εισαγωγή της έννοιας της γνήσιας κυρτής/κοίλης συνάρτησης 

γίνει γεωμετρικά και στη συνέχεια να δοθεί, χωρίς απόδειξη, 
συνθήκη κυρτότητας συνάρτησης σε διάστημα (Μονοτονία της 1
παραγώγου), η οποία όμως να υποστηριχθεί διαισθητικά με χρή
των ΤΠΕ.

• Να μελετηθούν συναρτήσεις οι οποίες είναι δύο φορές παραγωγίσιμ
στο πεδίο ορισμού τους.

(4 ώρες]

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ17.

1. Τριγωνομετρικές συναρτήσεις
(7 ώρες)

• Κριτήρια σύγκρισης για τα όρια 4.1.1. Εφαρμόζουν τα κριτήρια σύγκρισης για τα όρια στον
υπολογισμό ορίων συναρτήσεων.

• Να διατυπωθούν, αλλά να μην αποδειχθούν, τα παρακάτω τρ
κριτήρια σύγκρισης για τα όρια:
i) Το κριτήριο παρεμβολής
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ii) Το κριτήριο εύρεσης του ορίου στο {0x ,∈ ∪ −∞ +∞

συνάρτησης f , που είναι κάτω φραγμένη κοντά στο 0x α

συνάρτηση g η οποία έχει στο 0x όριο το +∞ .

iii) Το κριτήριο εύρεσης του ορίου στο {0x ,∈ ∪ −∞ +∞

συνάρτησης f , που είναι άνω φραγμένη κοντά στο 0x α

συνάρτηση g η οποία έχει στο 0x όριο το −∞ .
Για την παρουσίαση των παραπάνω κριτηρίων προτείνεται να γίν
χρήση των ΤΠΕ.

• Συνέχεια τριγωνομετρικών
συναρτήσεων

• Να αποδειχθεί η συνέχεια των τριγωνομετρικών συναρτήσεων..

• Παράγωγος τριγωνομετρικών
συναρτήσεων

4.1.3. Υπολογίζουν παραγώγους συναρτήσεων που είναι
αποτέλεσμα πράξεων ή και συνθέσεων τριγωνομετρικών
συναρτήσεων με άλλες συναρτήσεις

• Να υπολογισθούν οι παράγωγοι των τριγωνομετρικών συναρτήσεων
i) Για τον υπολογισμό της παραγώγου της συνάρτησης y ημx=

γίνει χρήση του ορίου:

0
lim 1
x

ημx

x→
= ,

το οποίο θα δοθεί χωρίς απόδειξη.
ii) Για τον υπολογισμό της παραγώγου της συνάρτησης y συ=

προτείνεται να γίνει χρήση της ταυτότητας:

για κάθε
2

π
συνx ημ x , x= − ∈⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠
.

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ18, με σκοπό να κατανοήσουν 
μαθητές ότι:
1. Η παράγωγος μια συνάρτησης δεν είναι πάντα συνεχής.
2. Ενδέχεται μια συνάρτηση f να παρουσιάζει ακρότατο σε κάπο

εσωτερικό σημείο 0x του πεδίου ορισμού της, χωρίς να αλλάζει

μονοτονία της συνάρτησης εκατέρωθεν του 0x , όσο κοντά και 
βρεθούμε στο σημείο αυτό.
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• Μελέτη και χάραξη των
γραφικών παραστάσεων των
τριγωνομετρικών συναρτήσεων.

4.1.4. Βρίσκουν την περίοδο, το είδος μονοτονίας και τα ολικά
ακρότατα (αν υπάρχουν) των τριγωνομετρικών
συναρτήσεων και είναι σε θέση να χαράξουν τη γραφική
τους παράσταση σε διάστημα πλάτους μιας περιόδου

• Να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσ
y ημx= , y συνx= , y εφx= και y σφx= .

• Η συνάρτηση
f ( t ) α ημ(ωt φ ) β= ⋅ + +

4.1.5. Μετατρέπουν κάθε συνάρτηση της μορφής:
f ( t ) α ημ(ωt φ ) β= ⋅ + +

σε κατάλληλη μορφή, ώστε να μπορούν να βρίσκουν την
περίοδό της και χαράσσουν τη γραφική της παράσταση με
κατάλληλη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της
f ( t ) α ημωt= ⋅ .

• Να δοθούν παραδείγματα όπως:

2f (t) ημ t= , 2
3

π
g( t ) ημ t= −⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠
και 3 2

6

π
h( t ) συν t= +⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠
• Να γίνει αναφορά σε κυκλώματα ή ταλαντώσεις. Ως εφαρμο

προτείνεται η δραστηριότητα Δ19

2. Εκθετικές Συναρτήσεις (6 ώρες)

•
α 0 1α< ≠

−∞ +∞
α

( )0 ,+ ∞

• Παράγωγος της εκθετικής

συνάρτησης ( = xy e ).

4.2.1. Υπολογίζουν παραγώγους συναρτήσεων που είναι
αποτέλεσμα πράξεων ή και συνθέσεων της εκθετικής
συνάρτησης με άλλες συναρτήσεις.

• Να δοθεί χωρίς απόδειξη, αλλά να υποστηριχθεί διαισθητικά 
χρήση των ΤΠΕ, η ανισότητα

1 για κάθεxe x , x≥ + ∈
Με την βοήθεια της παραπάνω ανισότητας να αποδειχθεί ότι:

0

1
1

x

x

e
lim

x→

−
=

και στη συνέχεια ότι η εκθετική συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη κ
να υπολογισθεί η παράγωγός της.

• Μελέτη και χάραξη της
γραφικής παράστασης της
εκθετικής συνάρτησης

4.2.2. Μελετούν και να χαράσσουν τις γραφικές παραστάσεις
συναρτήσεων που είναι αποτέλεσμα πράξεων ή και
συνθέσεων της εκθετικής συνάρτησης με άλλες
συναρτήσεις.
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4.2.3. Λύνουν προβλήματα εκθετικής μεταβολής (αύξησης &

απόσβεσης).
• Να αποδειχθεί ότι:

«Η συνάρτηση xy e= είναι η μοναδική συνάρτηση f για την οπο

ισχύει f f και ( )0 1f = »
και γενικότερα ότι:
«Αν ∈k είναι μια σταθερά, τότε οι συναρτήσεις αυτής μορφής:

kxy ce= , με c∈ ,
είναι οι μοναδικές συναρτήσεις f για την οποίες ισχύει:

( ) ( ), για κάθεf x k f x x′ = ⋅ ∈ ».
• Ως εφαρμογή αυτής πρότασης αυτής προτείνεται η δραστηριότη

Δ20
• Μελέτη και χάραξη της

γραφικής παράστασης της
εκθετικής συνάρτησης με βάση
α, όπου 0 1< ≠α

4.2.4. Χαράσσουν τη γραφική παράσταση της

συνάρτησης με 0 1xy α , α= < ≠ , σε κάθε μία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
α) όταν 1α > και
β) όταν 0 1α< <
και να ανακαλούν στη μνήμη τις ιδιότητές της.

3. Η λογαριθμική συνάρτηση
( =y ln x ) (6 ώρες)
• Η έννοια της λογαριθμικής

συνάρτησης
• Να ορισθεί ως λογαριθμική συνάρτηση η συνάρτηση που κάθε θετι

πραγματικό αριθμό τον απεικονίζει στον φυσικό του λογάριθμ
δηλαδή η συνάρτηση:

( )0 +∞ →g : , , με g( x ) ln x= .

• Να αποδειχθεί ότι η γραφική παράσταση της λογαριθμικ
συνάρτησης, g( x ) ln x= , είναι συμμετρική της γραφικ

παράστασης της εκθετικής συνάρτησης, xf ( x ) e= , ως προς 
διχοτόμο, y x= , της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων.

• Παράγωγος της λογαριθμικής
συνάρτησης.

4.3.1. Υπολογίζουν όρια και παραγώγους συναρτήσεων που είναι
αποτέλεσμα πράξεων ή και συνθέσεων της λογαριθμικής
συνάρτησης με άλλες συναρτήσεις.

• Να αποδειχθεί ότι:

1
1

1x

ln x
lim

x→
=

−
και στη συνέχεια ότι η λογαριθμική συνάρτηση είναι παραγωγίσι
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και να υπολογισθεί η παράγωγός της.

• Μελέτη και χάραξη της
γραφικής παράστασης της
λογαριθμικής συνάρτησης.

• Για τη μελέτη και τη χάραξη της γραφικής της παράστασης τ
λογαριθμικής συνάρτησης, y ln x= , να δοθούν, επιπλέον, χωρ
απόδειξη τα όρια αυτής στο 0 και στο +∞ .

• Μελέτη και χάραξη της
γραφικής παράστασης της
συνάρτησης:

αy x= , με ∈ −α

4.3.4. Χαράσσουν τη γραφική παράσταση της συνάρτησης
αy x= με ∈ −α σε κάθε μία από τις παρακάτω

περιπτώσεις:
α) όταν 1α >
β) όταν 0 1α< < και
γ) όταν 0α < .

4. Κανόνας De L’ Hospital (2 ώρες) 4.4.1. Ελέγχουν, αν ισχύουν οι συνθήκες εφαρμογής του κανόνα
De L’ Hospital για τον υπολογισμό ορίου και, με χρήση
του κανόνα αυτού, να υπολογίζουν το συγκεκριμένο όριο.

• Να αναφερθούν παραδείγματα, όπου δεν εφαρμόζεται ο κανόνας D
L’ Hospital. Προτείνεται να γίνουν οι δραστηριότητες: Δ21 και Δ22

• Να δοθούν ως ασκήσεις οι υπολογισμοί, με χρήση του κανόνα De 
Hospital, των παρακάτω ορίων:

x

x

e
lim

x→+∞
, x

x
lim xe
→−∞

,
x

ln x
lim

x→+∞
και

0x
lim x ln x
→

1. Παράγουσα συνάρτησης (4 ώρες) • Να δοθεί έμφαση στην πρόταση με την οποία προσδιορίζεται 
σύνολο των παραγουσών μιας συνάρτησης σε διάστημα Δ και 
αποδειχθεί η πρόταση αυτή.

5.1.2. Βρίσκουν τις συναρτήσεις των οποίων δίνεται η
παράγωγος στη μορφή ( ( )) ( )y f g x g x′= ⋅ , όπου η f
είναι συνάρτηση με γνωστή παράγουσα.

• Να δοθεί πίνακας παραγουσών βασικών συναρτήσεων
• Προτείνεται να γίνει η δραστηριότητα Δ23

2. Ορισμένο ολοκλήρωμα (4 ώρες) 5.2.1. Συνδέουν την έννοια του ορισμένου ολοκληρώματος με το
εμβαδόν χωρίου.

• Η εισαγωγή στην έννοια του ορισμένου ολοκληρώματος προτείνετ
να γίνει με τον υπολογισμό του εμβαδού του παραβολικού χωρίου.

5.2.2. Εφαρμόζουν τις ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος
(γραμμικότητα, μονοτονία, σχέση Chalses)

• Οι ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος θα παρουσιασθο
εποπτικά και δεν θα αποδειχθούν.

• Να δοθεί χωρίς απόδειξη, αλλά να ερμηνευθεί γεωμετρικά, 
πρόταση:
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«Έστω f και g δυο συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα [α,β

Αν ( ) ( )f x g x≥ για κάθε [ ]x α, β∈ και οι f και g δεν είναι ίσ

στο [ ]α,β , τότε θα ισχύει: ( ) ( )>∫ ∫
β β

α α
f x dx g x dx »

3. Το θεμελιώδες θεώρημα του
Απειροστικού λογισμού (4 ώρες)

5.3.1. Γνωρίζουν τη σχέση παραγώγου και ολοκληρώματος • Για την επίτευξη του στόχου 5.3.1 προτείνονται οι δραστηριότητ
Δ24 και Δ25.

5.3.2. Υπολογίζουν ολοκληρώματα με χρήση του Θεμελιώδους
Θεωρήματος της Ανάλυσης.

• Μετά από αυτές τις δραστηριότητες να διατυπωθεί, αλλά να μ
αποδειχθεί, η ακόλουθη πρόταση:
«Αν : Δf → , όπου Δ διάστημα, είναι μια συνεχής συνάρτησ

τότε για κάθε α Δ∈ η συνάρτηση
α

( ) ( ) , Δ
x

F x f t dt x= ∈∫ είναι μ

παράγουσα της f στο Δ »
Στη συνέχεια, με τη βοήθεια της πρότασης αυτής να αποδειχτεί
Θεμελιώδες Θεώρημα της Ανάλυσης.
Τονίζεται εδώ ότι η εισαγωγή τ

συνάρτησης
α

( ) ( ) , Δ
x

F x f t dt x= ∈∫ γίνεται για έναν και μόνο σκοπ

Να αποδειχθεί το Θεμελιώδες Θεώρημα της Ανάλυσης και 
αναδειχθεί, έτσι, η σύνδεση του Διαφορικού με τον Ολοκληρωτι
Λογισμό.
Για το λόγο αυτό δεν θα διδαχθούν ασκήσεις που αναφέρονται στ

παραγώγιση της συνάρτησης της συνάρτησης
( )

α
( ) ( )

g x
F x f t dt= ∫

• Να αναφερθεί ότι, με βάση το θεμελιώδες Θεώρημα της Ανάλυση
προκύπτει ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα Δ έχ
παράγουσα στο διάστημα αυτό.

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ26.
4. Εμβαδά (4 ώρες) 5.4.1. Υπολογίζουν εμβαδά με χρήση ολοκληρωμάτων. • Προτείνονται οι δραστηριότητες Δ27 και Δ28.

5.4.2. Χρησιμοποιούν το ορισμένο ολοκλήρωμα για να λύνουν
προβλήματα που προκύπτουν από μοντελοποίηση
πραγματικών καταστάσεων (π.χ. έργο μιας δύναμης, ροπή
κ.λπ.)

• Προτείνεται η δραστηριότητα Δ29

5. Όγκοι στερεών εκ • Να μελετηθούν μόνο περιπτώσεις στερεών που προκύπτουν 
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περιστροφής (3 ώρες) περιστροφής, ως προς τον άξονα ’x x

[ ]: , →f α β , τον άξονα ’x x και τις ευθε

=x α και =x β .
• Με κατάλληλες δραστηριότητες να οδηγηθούν οι μαθητές σ

συμπέρασμα ότι ο ζητούμενος όγκος δίνεται από τον τύ

( )[ ]2= ∫ f x dxV

• Προτείνεται να γίνει η δραστηριότητα Δ30
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Ενδεικτικές Δραστηριότητες
Δ1 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.2.1 και 1.2.2)
Να βρεθεί ποιες από τις παρακάτω γραμμές αποτελούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων και στη συνέχεια να βρεθεί το πεδίο ορισμού τους.

Α) Β)

Γ) Δ)
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Ε) Ζ)

Η) Θ) Ι)

Δ2 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3 και 1.2.4)
Στο διπλανό σχήμα το σημείο κινείται πάνω στη διαγώνιο ενός τετραγώνου με μήκος πλευράς .

1. Αν x είναι η απόσταση του σημείου από την πλευρά του τετραγώνου, να βρεθεί το εμβαδόν του σκιασμένου
τμήματος συναρτήσει του x .

2. Ποια από τις ακόλουθες γραφικές παραστάσεις μπορεί αντιστοιχεί στη συνάρτηση του εμβαδού που βρήκατε;
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Α) Β) Γ) Δ) Ε)

3. Με βάση τις απαντήσεις σας στα προηγούμενα ερωτήματα, ποιο είναι το μήκος της πλευράς του τετραγώνου;
4. Ποια είναι η μέγιστη και ποια η ελάχιστη τιμή του εμβαδού και για ποιες τιμές της απόστασης x του σημείου από την πλευρά το εμβαδόν παίρνει τις τιμές αυτές;
Δ3 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.2.5)

α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις ( )
2

2

3 2

x
f x

x x

+
=

+ +
και ( )

2

3

2 3

x
g x

x x

−
=

− −
είναι ίσες

β) Αν οι συναρτήσεις δεν είναι ίσες, να βρείτε το ευρύτερο δυνατόν υποσύνολο του στο οποίο αυτές είναι ίσες.
Δ4 (αντιστοιχεί στο στόχο 1.3.2)

Δίνεται η συνάρτηση
1

( ) 2
1

f x
x

= +
−

. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης
1( ) =g x
x
και, με τη βοήθεια αυτής, να χαράξετε τις γραφικές παραστάσεις των

συναρτήσεων f και f .

Δ5 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.4.1, 1.4.2 και 1.4.3)
Α)
i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης ( )f x x= .

ii) Να χρησιμοποιήσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f (σχήμα α’) και στη συνέχεια να προσπαθήσετε να βρείτε το όριό της στο 0 1x = − .
iii) Να περιγράψετε τη διαδικασία που ακολουθείτε για την εύρεση του ορίου μιας συνάρτησης. Τί πρόβλημα συναντάτε στη συγκεκριμένη περίπτωση; Πού πιστεύετε ότι

οφείλετε αυτό;
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Σχήμα α’
Β)

i) Να βρείτε το όριο της συνάρτησης Heaviside(*) : ( )
0 0

1 0

, t
H t

, t

<
=

≥
⎧
⎨
⎩

, στο 0 0t (σχήμα β’). Τι παρατηρείτε;

ii) Υπάρχει το όριο της συνάρτησης ( ) 1
f x ημ

x
= , στο 0 0x , της οποίας η γραφική παράσταση δίνεται από το σχήμα γ’. Τι παρατηρείτε;

Σχήμα β’ Σχήμα γ’
Δ6 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.6.4)

v) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων: ( )
2

2

1

1

x
f x

x
=

−

+
και ( )

2

2 1

x x
x

x
g +

=
−

.

vi) Να βρείτε (αν υπάρχουν) τις κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g .
vii) Χρησιμοποιώντας τη γραφική παράσταση της συνάρτησης των συναρτήσεων f και g , να ελέγξετε τα συμπεράσματα των βημάτων i) και ii). Τι παρατηρείτε;.
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(Σχήμα α’ ) (Σχήμα β’)
Δ7 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.7.1 και 1.7.2)
Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας πρώτα γραφικά και έπειτα με την βοήθεια του τύπου
καθεμιάς συνάρτησης.

Σχήμα α’ Σχήμα β’ Σχήμα γ’
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i) ( )
( ) [ ) ( )1

, αν 0,1 1,
1

1, αν 1

x x
x

f x x

x

−
∈ ∪ +∞

= −

− =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

(σχήμα α’)

ii) ( )
2

1

x x
f x

x

+
=

+
(σχήμα β’ )

iii) ( )
2 3 2

1

x x
f x

x

− +
=

−
(σχήμα γ’ )

Δ8 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.8.1, 1.8.3 και 1.8.4
i) Με βάση τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων καιy ημx y συνx να ελέγξετε, αν υπάρχουν τα όρια

x
lim ημx
→±∞

και
x
lim συνx
→±∞

ii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες των συναρτήσεων
2

1

1
f ( x )

x
=

+
(σχήμα α’) και

3

6 1

x x
g( x ) x

x
= +

+

−
(σχήμα β’) και έπειτα να ελέγξετε, αν οι ασύμπτωτες έχουν κοινά σημεία

με τις γραφικές παραστάσεις των αντίστοιχων συναρτήσεων.

Σχήμα α’ Σχήμα β’
Δ9 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.1.2, 2.1.5)
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Να βρεθούν και να σχεδιασθούν, αν υπάρχουν, οι εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , καθώς και το πλήθος των κοινών σημείων της κάθε εφαπτομένης

με τη γραφική παράσταση, στo σημείο 0x όταν:

α) ( )
2 1, 0

1, 0

x x
f x

x

+ ≥
=

<

⎧
⎨
⎩

, 0 0x =
β) ( )f x x=

0 1x =
ε) ( )

3

2 1, 0

, 0

x x
f x

x x x

+ >
=

+ ≤

⎧
⎨
⎩

, 0 0x =

γ) ( ) 4 22f x x x= − , 0 1x = − , 0 0=x , δ) ( )f x x x= , 0 0x = , 0 1x = − , 0 1=x . Τι παρατηρείτε;

Δ10 (αντιστοιχεί στον στόχο 2.4.1)



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2121

Τη χρονική στιγμή 0t = ένας αθλητής καταδύσεων πηδάει από το βατήρα, ο οποίος βρίσκεται σε ύψος 32 μέτρων πάνω από το νερό. Η θέση του δίνεται από την εξίσωση:
( ) 216 16 32s t t t= − + + , όπου το s μετράται σε μέτρα και το t σε δευτερόλεπτα.

α) Να βρείτε ποια χρονική στιγμή ο αθλητής «χτυπάει» το νερό.
β) Ποια είναι η ταχύτητά του κατά τη σύγκρουση;

Δ11 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.3.1, 2.4.1 και 2.4.3)
Όταν πετάμε ένα βότσαλο σε μια λίμνη, δημιουργούμε κυματισμό με τη μορφή ομόκεντρων κύκλων. Η ακτίνα του εξωτερικού κύκλου αυξάνεται με σταθερό ρυθμό 1 μέτρο το
δευτερόλεπτο. Όταν η ακτίνα είναι 4 μέτρα, να βρείτε με ποιο ρυθμό αυξάνεται το εμβαδόν της ταραγμένης επιφάνειας του νερού. (Να λυθεί το πρόβλημα και με χρήση του
συμβολισμού του Leibniz)

Δ12 (αντιστοιχεί στους στόχους 2.4.1, 2.4.2)
Από την κωνική δεξαμενή του σχήματος, αδειάζει νερό μέσω μιας οπής που βρίσκεται στη βάση της. Από τον νόμο Torricelli προκύπτει ότι η παροχή δίνεται από τον τύπο

= όπου η επιφάνεια της οπής και ≈ η επιτάχυνση της βαρύτητας.

α) Να βρεθεί η σχέση που συνδέει τις μεταβλητές r και h .

β) Αν 20, 01S m= , να βρεθεί ο ρυθμός με τον οποίο κατεβαίνει η υδάτινη στάθμη όταν 5h m= .
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Δ13 (αντιστοιχεί στους στόχους 3.2.2, 3.2.3, 3.1.2)
2

( )f x x
x

Δ
Δ

1Δ

1Δ 2Δ 1Δ
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f

f
2

x
x

f ( ), 0−∞ ( )0, + ∞

Δ14 (αντιστοιχεί στους στόχους 3.2.1, 3.2.2, 3.1.4)
Δίνεται η συνάρτηση ( ) 2 1f x x x= − + , ∈x .

α) Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία της και να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

β) Να λυθεί η ανίσωση ( ) ( )4 21 1f x f x+ < + .

γ) Να λυθεί η εξίσωση ( )2 5 6 1f x x− + = − .

δ) Να βρεθεί το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης ( ) 1f x k= − για τις διάφορες τιμές του k .

Δ15 (αντιστοιχεί στους στόχους στόχοι 3.3.1 και 3.3.2)
Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κυλινδρικό δοχείο για να χωράει 1 λίτρο λαδιού. Να βρεθούν οι διαστάσεις του δοχείου, ώστε να ελαχιστοποιήσουμε το κόστος του μετάλλου
που θα χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή.
Δ16(αντιστοιχεί στους στόχους 3.3.1, 3.3.2)
Ένας αγρότης χρειάζεται συνολικά 2400 μέτρα συρματοπλέγματος για να περιφράξει ένα χωράφι σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου, με πρόσοψη στο ποτάμι (βλ.
σχήμα). Αν κατά μήκος του ποταμιού δε θα χρησιμοποιήσει περίφραξη, να βρείτε ποιες πρέπει να είναι οι διαστάσεις του χωραφιού, ώστε αυτό να έχει το μέγιστο εμβαδό.

Δ17 (αντιστοιχεί στον στόχο 3.5.1)
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Να μελετηθεί η συνάρτηση ( )

2

2

1
1

xf x
x

+=
−

.

Δ18 (αντιστοιχεί στον στόχο 4.1.3)

Με χρήση του λογισμικού GEOGEBRA να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση
2 1

2 αν 0

0 αν 0

x ημ , x
f ( x ) x

, x

⋅ + ≠
=

=

⎧ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎨
⎪⎩

,

καθώς, επίσης, τις συναρτήσεις 2f ( x ) x= και 23g( x ) x= (σχήμα: 1)

i) Ποια είναι η θέση της
fC ως προς τις

gC και hC ; Αποδείξτε τον ισχυρισμό σας.

ii) Αποδείξτε ότι οι
gC και hC έχουν ως εφαπτομένη στο σημείο ( )Ο 0 0, τον άξονα x x′

iii) Έχει η
fC εφαπτομένη στο σημείο ( )O 0 0, και, αν έχει, ποια είναι αυτή; Για να απαντήσετε στο ερώτημα αυτό κάντε αλλεπάλληλα ZOOM στο σημείο ( )O 0 0, . Αν η

απάντησή σας είναι καταφατική, αποδείξτε τον ισχυρισμό σας και, επιπλέον, ότι η εφαπτομένη της
fC στο σημείο ( )O 0 0, έχει με αυτή άπειρα κοινά σημεία.

iv) Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το , βρείτε την παράγωγό της και παραστήστε την γραφικά, με τη βοήθεια του λογισμικού (σχήμα 2). Στη συνέχεια
απαντήστε στα παρακάτω δύο ερωτήματα:
α) Υπάρχει το

0x
lim f ( x )
→

′ ; Για να απαντήσετε στο ερώτημα αυτό, κάντε αλλεπάλληλα ZOOM στο σημείο ( )O 0 0, , τόσο κατά μήκος των δύο αξόνων, όσο και κατά μήκος

του άξονα y ' y .

β) Είναι η παράγωγος της συνάρτησης f συνεχής στο σημείο 0;

v) Παρουσιάζει η συνάρτηση f ολικό ελάχιστο; Αν ναι, ποια είναι θέση του και ποια η τιμή του. Αποδείξτε τον ισχυρισμό σας.

vi) Υπάρχει περιοχή ( )δ , δ− του 0 τέτοια ώστε η f να είναι γνησίως φθίνουσα στο ( )0δ ,− και γνησίως αύξουσα στο ( )0, δ ; Για να απαντήσετε στο ερώτημα αυτό, κάντε

αλλεπάλληλα ZOOM στο σημείο ( )O 0 0, . Τί συμπεραίνετε;



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2125

Σχήμα 1. Σχήμα 2.
Δ19 (αντιστοιχεί στον στόχο 4.1.5)
Ένα σώμα αμελητέων διαστάσεων είναι δεμένο σε κατακόρυφο ελατήριο και εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση. Η εξίσωση που δίνει την απόσταση y του σώματος από το

έδαφος είναι της μορφής ( ) 1 0, 4 (5 )
4

y t t= + + , όπου t σε s και yσε m .

i) Να υπολογίσετε την περίοδο της ταλάντωσης.
ii) Να προσδιορίσετε την θέση του σώματος τις χρονικές στιγμές 1 0t = και 2 0, 2t = s.
iii) Να γράψετε την εξίσωση της ταχύτητας του σώματος συναρτήσει του χρόνου t.
iv) Να υπολογίσετε την επιτάχυνση τις χρονικές στιγμές 1 0t = και 2 0, 2t = s..
v) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της απόστασης του σώματος συναρτήσει του χρόνου t, για την χρονική διάρκεια της πρώτης περιόδου.
vi) Να βρείτε την μέγιστη και την ελάχιστη απόσταση του σώματος από το έδαφος.
Δ20 (αντιστοιχεί στον στόχο 4.2.3)
«Σύμφωνα με το Νόμο του Νεύτωνα, η θερμοκρασία ενός θερμού αντικειμένου, που αφήνεται να κρυώσει σε περιβάλλον χαμηλότερης και σταθερής θερμοκρασίας, μειώνεται
με ρυθμό ανάλογο προς τη διαφορά της θερμοκρασίας του περιβάλλοντος από τη θερμοκρασία του αντικειμένου» Έτσι, για παράδειγμα, όταν ένα φλιτζάνι με καυτό καφέ
αφήνεται να κρυώσει στο τραπέζι μιας κουζίνας, ο ρυθμός με τον οποίο κρυώνει ο καφές μειώνεται, επειδή η διαφορά της θερμοκρασίας του περιβάλλοντος της κουζίνας από τη
θερμοκρασία του καφέ μειώνεται. Ως εκ τούτου, με την πάροδο του χρόνου, ο ρυθμός με τον οποίο κρυώνει ο καφές, τείνει στο μηδέν και η θερμοκρασία του καφέ προσεγγίζει
τη θερμοκρασία του περιβάλλοντος της κουζίνας».
Με βάση τον νόμο του Νεύτωνα να γίνει η ακόλουθη δραστηριότητα:

Όταν διαπράττεται ένας φόνος, το σώμα, του οποίου η θερμοκρασία αρχικά ήταν 37o C , αρχίζει να ψύχεται σύμφωνα με τον νόμο του Νεύτωνα. Υποθέτουμε ότι μετά από δύο

ώρες η θερμοκρασία του σώματος είναι 35o C και ότι η θερμοκρασία του περιβάλλοντος αέρα είναι σταθερή και ίση με 20o C .
i) Εκφράστε τη θερμοκρασία Τ του σώματος ως συνάρτηση του χρόνου t (σε ώρες) που πέρασε από την ώρα κατά την οποία διαπράχθηκε ο φόνος.
ii) Παραστήστε γραφικά τη παραπάνω συνάρτηση.
iii) Τί συμβαίνει με τη θερμοκρασία, όταν περάσει “πάρα πολύς” χρόνος; Εξηγήστε την απάντησή σας τόσο γραφικά, όσο και αλγεβρικά.
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iv) Εάν το δολοφονημένο σώμα βρέθηκε στις 8πμ και η θερμοκρασία του εκείνη τη στιγμή ήταν 30o C , να βρείτε πότε διαπράχθηκε το έγκλημα.
Δ21(αντιστοιχεί στον στόχο 4.4.1)
Θεωρούμε τις συναρτήσεις x - xf ( x ) e e= + και x - xg( x ) e - e= .

• Προσπαθήστε να υπολογίσετε το
x

f ( x )
lim

g( x )→+∞
με τη βοήθεια του κανόνα De L’ Hospital. Τι παρατηρείτε;

• Πώς μπορούμε να υπολογίσουμε το ίδιο όριο χωρίς την χρήση του κανόνα;
Δ22 (αντιστοιχεί στον στόχο 4.4.2)

Θεωρούμε τις συναρτήσεις 2 1
f ( x ) x ημ

x
= ⋅ και g( x ) x= .

i) Μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα De L’ Hospital για τον υπολογισμό του ορίου το
0x

f ( x )
lim

g( x )→
; Για να απαντήσετε στο ερώτημα ακολουθήστε τα παρακάτω βήματα:

α) Υπολογίστε τις παραγώγους των συναρτήσεων καιf g και παραστήστε γραφικά, με τη χρήση του λογισμικού GEOGEBRA, τη συνάρτηση
f ( x )

y
g ( x )

′
=

′
. (σχήμα)

β) Κάντε αλλεπάλληλα ZOOM στο σημείο ( )Ο 0 0, , για να απαντήσετε στο ερώτημα αν υπάρχει ή όχι το
0x

f ( x )
lim

g ( x )→

′

′
.

ii) Πώς μπορούμε να υπολογίσουμε το όριο
0x

f ( x )
lim

g( x )→
, χωρίς την χρήση του κανόνα De L’ Hospital;

Δ23 (αντιστοιχεί στο στόχο 5.1.3.)
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Ένα φλιτζάνι καφέ θερμοκρασίας 90o C αφήνεται να κρυώσει σε περιβάλλον δωματίου θερμοκρασίας 20o C . Αν ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρασίας T του καφέ δίνεται

από τον τύπο 0,1( ) 7 , 0tT t e t−′ = − ⋅ ≥ , να βρείτε:
i) Τη θερμοκρασία του καφέ, συναρτήσει του χρόνου t . Πόση θα είναι, με προσέγγιση δεκάτου, η θερμοκρασία του καφέ μετά από 10 λεπτά της ώρας;

ii) Πότε η θερμοκρασία του καφέ θα είναι μικρότερη από 25o C . (Κάντε χρήση ενός υπολογιστή τσέπης). Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί η θερμοκρασία του καφέ μετά από
λίγες ώρες θα είναι ίδια με τη θερμοκρασία του δωματίου;

Δίνεται ότι η θερμοκρασία μετριέται σε βαθμούς Κελσίου, ενώ ο χρόνος σε λεπτά της ώρας.
Δ24 (αντιστοιχεί στον στόχο 5.3.1.)
Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) 2 , 0f x x x= ≥ .

i) Να υπολογισθεί το εμβαδόν 0

00( ) ( )
x

A x f t dt= ∫ του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f , τον άξονα ’x x και την ευθεία 0x x= , για τυχαίο 0 0x > .

ii) Ποια σχέση συνδέει τη συνάρτηση εμβαδού
0

( ) ( ) , 0
x

A x f t dt x= ≥∫ , που βρήκατε στο α) ερώτημα, με τη συνάρτηση ( ) 2f x x= ;

iii) Επαναλάβετε την ίδια διαδικασία για τη συνάρτηση ( ) 1, 0f x x x= + ≥
Δ25 (αντιστοιχεί στον στόχο 5.3.1)

Θεωρούμε τη συνάρτηση
1

( ) , 1f x x
x

= ≥ . Για τυχαίο 0h ≠ (στο σχήμα πήραμε 0h > ) θεωρούμε, επιπλέον, τα εμβαδά 0

10( ) ( )
x

A x f t dt= ∫ και
1

0
0( h) ( )

x h
A x f t dt

+
+ = ∫ των

χωρίων που περικλείονται από τη γραφική παράσταση της f , τον άξονα ’x x και τις ευθείες 1x = , και 0x x= , αντιστοίχως τις ευθείες 1x = και 0x x h= + .
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i) Να εκφράσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f , τις ευθείες 0x x= , 0x x h= + και τον άξονα x́ x συναρτήσει των εμβαδών

( )0x και ( )0x h+ .

ii) Ποια ανισοτική σχέση συνδέει το εμβαδόν του ερωτήματος α) με τα εμβαδά των χωρίων που ορίζονται από τις ευθείες 0x x= , 0x x h= + , τον άξονα x́ x και τις ευθείες

0

1
y

x
= και

0

1
y

x h
=

+
αντιστοίχως;

iii) Με βάση την απάντηση του ερωτήματος β), και χρησιμοποιώντας το κριτήριο παρεμβολής, να υπολογίσετε την παράγωγο ( )x′ της συνάρτησης εμβαδού ( )x . Ποια

σχέση συνδέει την ( )x′ με τη συνάρτηση ( ) 1
, 1f x x

x
= ≥ ;

Δ26 (αντιστοιχεί στον στόχο 5.3.3.)

Α) Έστω
2 αν 0 1

2 4 αν 1 4

x, x
f '( x )

x , x

≤ <
=

− + ≤ ≤
⎧
⎨
⎩

η παράγωγος μιας συνάρτησης [ ]: 0 4f , → , με (0) 0f = .

• Να αποδείξετε ότι η ’f είναι συνεχής, άρα ολοκληρώσιμη.
• Να υπολογίσετε τις τιμές της f στα σημεία 2 και 4 , χωρίς να βρείτε τον τύπο της f .
Β) Μία δεξαμενή νερού γεμίζει και αδειάζει με κατάλληλο μηχανισμό. Ο όγκος V ( t ) του νερού της δεξαμενής (μετρούμενος σε λίτρα) μεταβάλλεται με ρυθμό V '( t ) , του

οποίου η γραφική παράσταση για ένα χρονικό διάστημα διάρκειας 24 ωρών ( 0 24t≤ ≤ ) δίνεται από το παρακάτω σχήμα:



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2129

Να απαντήσετε στα παρακάτω ερωτήματα, χωρίς να βρείτε τον τύπο του όγκου V ( t ) του νερού της δεξαμενής:
1. Πότε άρχισε και πότε σταμάτησε να γεμίζει η δεξαμενή;
2. Ποια είναι η χωρητικότητα της δεξαμενής, αν αυτή γέμισε τελείως;
3. Πότε άρχισε και πότε σταμάτησε να αδειάζει η δεξαμενή; Άδειασε τελείως η δεξαμενή;
Δίνεται ότι:
i) στην αρχή του εικοσιτετραώρου η δεξαμενή ήταν άδεια και
ii) ο χρόνος μετριέται σε ώρες και ο όγκος σε χιλιάδες λίτρα.
Δ27 (αντιστοιχεί στους στόχους 5.1.1, 5.1.2, 5.2.1, 5.3.2, 5.4.1)

i) Να βρεθεί μια παράγουσα της συνάρτησης ( ) 2 33 1f x x x= + .

ii) Να βρεθούν οι ρίζες και το πρόσημο της f και έπειτα,
iii) Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f και τον άξονα x́ x .
Δ28 (αντιστοιχεί στους στόχους 5.1.1, 5.2.1, 5.2.2, 5.3.2, 5.4.1)
Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη 2y x= την εφαπτομένη της στο σημείο ( )2, 4 και τον άξονα x́ x .

Δ29 (αντιστοιχεί στον στόχο 5.4.2)

Ο Νόμος της Παγκόσμιας Έλξης του Νεύτωνα αναφέρει ότι δύο σώματα με μάζες 1 2,m m , αντιστοίχως, έλκονται μεταξύ τους με δύναμη 1 2

2

m m
F G

R

⋅
= ⋅ , όπου R η απόσταση

μεταξύ των σωμάτων και Gη σταθερά βαρύτητας. Αν το ένα σώμα έχει σταθερή θέση, να υπολογίσετε το έργο που απαιτείται για να μετακινήσουμε το άλλο σώμα από τη θέση
R a= στη θέση R b= .
Δ30 (αντιστοιχεί στον στόχο 5.5.1)



2130
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
i) Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που προκύπτει από περιστροφή, γύρω από τον άξονα x́ x , του χωρίου που φράσσεται από τον άξονα x́ x , την ευθεία 5y = και τις

ευθείες 1x = και 3x = .
ii) Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που προκύπτει από περιστροφή, γύρω από τον άξονα x́ x , του χωρίου που φράσσεται από τον άξονα x́ x , την ευθεία 2y x= και τη

ευθεία 3x = .
iii) Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που προκύπτει από περιστροφή, γύρω από τον άξονα x́ x , του χωρίου που φράσσεται από τον άξονα x́ x , την ευθεία 2 1y x= + και

τις ευθείες 1x = και 3x = .
iv) Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που προκύπτει από περιστροφή, γύρω από τον άξονα x́ x ,του χωρίου που φράσσεται από τον άξονα x́ x και την καμπύλη

24y x= −
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Τα Στοχαστικά Μαθηματικά ως μέρος του Προγράμματος Θετικών και Τεχνολογικών Σπουδών της Γ΄ Λυκείου έχουν βαρύνουσα μορφωτική σημασία και αποβλέπουν κυρίως
στην καλλιέργεια της στοχαστικής σκέψης των μαθητών και την αξιοποίησή τους ως εργαλείο μάθησης στην υπηρεσία άλλων επιστημών. Έτσι, από τη μια πλευρά τα
Στοχαστικά Μαθηματικά της τελευταίας τάξης του Λυκείου επιδιώκουν να καταστήσουν τους μαθητές ικανούς, να κατανοούν αποδείξεις και να επιχειρηματολογούν με
ακρίβεια και λογική συνοχή στη μαθηματική γλώσσα, προάγοντας την κριτική και δημιουργική τους σκέψη. Από την άλλη πλευρά αποβλέπουν στη συστηματική προετοιμασία
των μαθητών ώστε να είναι σε θέση να διερευνούν, να αναλύουν, να αναπαριστούν, να θέτουν οι ίδιοι προβλήματα και να τα επιλύουν. Στο πλαίσιο αυτό οι μαθητές
αντιλαμβάνονται τις διεπιστημονικές συσχετίσεις και το τεράστιο εύρος εφαρμογών των Στοχαστικών Μαθηματικών σε όλους τους τομείς της κοινωνικο-οικονομικής ζωής και
του πολιτισμού, ενώ παράλληλα εξοικειώνονται με τις βασικές έννοιες που θα τους είναι απαραίτητες όταν θα φοιτήσουν στο Πανεπιστήμιο. Ειδικότερα, οι μαθητές καλούνται
να αποκτήσουν μια πρώτη γνωριμία με τα ακόλουθα κεφάλαια: Συνδυαστική, Βασικές έννοιες των Πιθανοτήτων και Κατανομές Πιθανότητας.
Η Συνδυαστική(combinatorics), την οποία θα μελετήσουμε, είναι τα Μαθηματικά της απαρίθμησης και έχει ως αντικείμενο την ανάπτυξη συστηματικών μεθόδων για τον
προσδιορισμό του πλήθους των στοιχείων πεπερασμένων συνόλων, χωρίς άμεση προσφυγή στην καταμέτρησή τους. Η Συνδυαστική δεν είναι αυτοσκοπός, αλλά εφαρμόζεται
στις Πιθανότητες και τη μελέτη της Διωνυμικής Κατανομής.
Οι Πιθανότητες (probabilities) έχουν βαρύνουσα σημασία στο Πρόγραμμα Σπουδών Μαθηματικών της Γ΄ Λυκείου. Ο πολύπλοκος και δυναμικός κόσμος στον οποίο ζούμε δεν
είναι απολύτως αιτιοκρατικός. Ακόμα και οι πλέον σύγχρονες επιστημονικές θεωρίες δεν είναι σε θέση να προβλέψουν με απόλυτη ακρίβεια όλα τα φαινόμενα που μελετούν. Η
τύχη και η αβεβαιότητα είναι παντού γύρω μας και αποτελούν μέρος της καθημερινής μας ζωής. Ακούμε για την πιθανότητα να μεταδοθεί μια ασθένεια ή να γίνει μεγάλος
σεισμός, για την πιθανότητα να νικήσει μια ποδοσφαιρική ομάδα ή να βγει πρώτο ένα κόμμα στις εκλογές. Ακούμε ακόμα για την πιθανότητα να κερδίσει κάποιος το λαχείο ή
να ζήσει μέχρι την ηλικία των 100 ετών. Η στοχαστικότητα είναι πλέον μια σύγχρονη αναγκαιότητα. Με την ανάπτυξη και μελέτη των Στοχαστικών Μαθηματικών οι
μαθηματικοί προσπαθούν να κατανοήσουν τη μεταβλητότητα, να «δαμάσουν» την αβεβαιότητα. Η Θεωρία Πιθανοτήτων προσφέρει ισχυρά εργαλεία για την περιγραφή και
ανάλυση των τυχαίων φαινομένων και έχει ευρύτατες εφαρμογές στην επιστήμη και την καθημερινή ζωή. Μεταξύ άλλων διαδραματίζει σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη
οικονομικών μοντέλων πρόβλεψης, στην κβαντομηχανική, στην πρόγνωση του καιρού και στις ιατρικές διαγνώσεις. Αναμφίβολα, οι μελλοντικοί πολίτες θα πρέπει να
αναπτύξουν την κριτική ικανότητα λήψης αποφάσεων και εξαγωγής συμπερασμάτων σε αβέβαιες καταστάσεις.
Οι βασικές έννοιες του λογισμού των πιθανοτήτων έχουν ήδη αποτελέσει αντικείμενο αρχικής επεξεργασίας από τους μαθητές της Α΄ Λυκείου. Στην Γ΄ Λυκείου διενεργείται μια
σύντομη επανάληψη των γνώσεων αυτών, αλλά επιπλέον οι μαθητές εμπλέκονται σε πιο σύνθετα προβλήματα εμπλουτίζοντας τις γνώσεις τους με νέες έννοιες. Ειδικότερα,
γίνεται αναφορά στο Νόμο των Μεγάλων Αριθμών (lawoflargenumbers) για να αποσαφηνιστεί η σύνδεση ανάμεσα στη Στατιστική και τις Πιθανότητες. Επίσης, εισάγεται ο
γενικός (αξιωματικός) ορισμός της πιθανότητας για πεπερασμένους δειγματικούς χώρους. Ακολουθούν οι κανόνες λογισμού πιθανοτήτων, η στοχαστική ανεξαρτησία
(stochasticindependence) και η δεσμευμένη πιθανότητα (conditionalprobability). Το Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας αποτελεί εφαρμογή του πολλαπλασιαστικού κανόνα, ενώ το
Θεώρημα του Bayes, συνδέει δεσμευμένες πιθανότητες της μορφής Ρ(Α|Β) με δεσμευμένες πιθανότητες της μορφής Ρ(Β|Α). Αν θεωρήσουμε το Β ως “αιτία” και το Α ως
“αποτέλεσμα”, τότε μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα του αποτελέσματος Α το οποίο οφείλεται στην αιτία Β. Τα προβλήματα στα οποία χρησιμοποιούνται οι
προαναφερόμενες περιπτώσεις μπορούν να αποδοθούν εύκολα με τη χρήση δεντροδιαγράμματος πιθανοτήτων.
Η μελέτη τυχαίων μεταβλητών και των κατανομών αποτελεί σημαντική καινοτομία του νέου Προγράμματος Σπουδών Μαθηματικών της Γ΄ Λυκείου. Κατ’ αναλογία προς τις
αντίστοιχες στατιστικές έννοιες προσεγγίζονται σε βασικό επίπεδο οι έννοιες της αναμενόμενης τιμής, της διασποράς και της τυπικής απόκλισης, οι οποίες θα χρησιμεύουν ως
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θεωρητικά μοντέλα για τα φαινόμενα που παρατηρούνται στη Στατιστική. Από τις διακριτές κατανομές παρουσιάζονται η κατανομή Bernoulliκαι η διωνυμική, η οποία είναι μια
από τις κατανομές που συναντάμε συχνά σε προβλήματα. Από τις συνεχείς κατανομές μελετάμε την κανονική κατανομή, η οποία είναι σημαντική για την περιγραφή και
μοντελοποίηση πλήθους καταστάσεων από την καθημερινότητά μας. Επιπλέον, εξετάζουμε την προσέγγιση της διωνυμικής από την κανονική κατανομή ως εργαλείο
απλούστευσης των αλγεβρικών πράξεων. Τα μοντέλα των κατανομών πιθανότητας είναι πολύτιμα για την ανάπτυξη πολύπλευρων δεξιοτήτων σκέψης. Η αξιοποίησή τους είναι
μια σημαντική πτυχή στην περιγραφή και πραγμάτευση των στοχαστικών προβλημάτων. Οι μαθητές θα πρέπει να αναγνωρίζουν ότι μπορεί σε ένα πρόβλημα να υπάρχουν
διαφορετικά μοντέλα, να κατανοούν τους περιορισμούς που ενυπάρχουν και να αντιλαμβάνονται γιατί ένα μοντέλο είναι κατάλληλο, ενώ κάποιο άλλο όχι. Για την αντιμετώπιση
των δυσκολιών η διδασκαλία των Πιθανοτήτων θα πρέπει να προωθεί και να αναδεικνύει τη στοχαστική σκέψη των μαθητών. Οι μαθητές θα πρέπει να είναι σε θέση να
διακρίνουν τα τυχαία από τα αιτιοκρατικά φαινόμενα και να κατανοούν ότι τα χαρακτηριστικά που αποδίδονται στα τυχαία γεγονότα έχουν προεξάρχουσα σημασία στη μάθηση
των εννοιών. Η μετάφραση από την καθημερινή γλώσσα στη γλώσσα των συνόλων διαδραματίζει σημαντικό ρόλο στις Πιθανότητες. Ωστόσο, η λεπτομερής επεξεργασία της
"άλγεβρας των συνόλων" δεν είναι απαραίτητη. Η αποτελεσματική διδασκαλία οικοδομεί πάνω στις προϋπάρχουσες γνώσεις και εμπειρίες των μαθητών. Η αξιοποίηση
κατάλληλων λογισμικών δίνει την ευκαιρία στους μαθητές να εξερευνήσουν τις έννοιες των πιθανοτήτων.
Μετά την ολοκλήρωση της ύλης του Προγράμματος Σπουδών οι μαθητές θα πρέπει μεταξύ άλλων να μπορούν:
• να γνωρίζουν την πολλαπλασιαστική αρχή της απαρίθμησης, τις μεταθέσεις, τις διατάξεις (permutations), τις διατάξεις με επανάληψη και τους συνδυασμούς

(combinations) και να τα εφαρμόζουν στην επίλυση προβλημάτων πιθανοτήτων·
• να αξιοποιούν συνήθεις έννοιες των πιθανοτήτων όπως πείραμα τύχης (randomexperiment), δειγματικός χώρος (samplespace), ενδεχόμενα (events, outcomes), κ.λπ.
• να κατανοούν τον κλασικό και τον γενικό (αξιωματικό) ορισμό της πιθανότητας, τη δεσμευμένη πιθανότητα, τη στοχαστική ανεξαρτησία και να τα χρησιμοποιούν στην

επίλυση προβλημάτων·
• να αναγνωρίζουν αυθεντικές καταστάσεις της καθημερινότητας για τις οποίες η διωνυμική και η κανονική κατανομή αποτελούν ενδεδειγμένα μοντέλα. Να εφαρμόζουν

αυτές τις κατανομές στη λύση προβλημάτων και να σχολιάζουν κριτικά την καταλληλότητά τους.
Το Πρόγραμμα Σπουδών μαζί με τον Οδηγό Εκπαιδευτικού παρέχουν κατευθυντήριες οδηγίες στους συγγραφείς των σχολικών βιβλίων. Ειδικότερα, χρησιμεύουν ως πηγή
πληροφόρησης και βοηθούν τους εκπαιδευτικούς να αναπτύξουν τρόπους δραστηριοποίησης της σκέψης των μαθητών στα Στοχαστικά Μαθηματικά. Οι εκπαιδευτικοί, με την
ανανέωση του διδακτικού σχεδιασμού τους, αναμένεται να υποστηρίξουν την ανάπτυξη του στοχαστικού συλλογισμού των μαθητών μέσα από την αξιοποίηση άτυπων και
τυπικών στρατηγικών. Οι τύποι πρέπει πάντοτε να αιτιολογούνται. Είναι σημαντικό, οι μαθητές να είναι σε θέση όχι απλώς να μαθαίνουν τους τύπους, αλλά επίσης να έχουν
πλούσιες ευκαιρίες ώστε να εικάζουν, να εφευρίσκουν και να βελτιώνουν τις δικές τους αναπαραστάσεις ως εργαλεία για την υποστήριξη της μάθησης. Πρωταρχική σημασία
έχει η ανάπτυξη της εννοιολογικής σκέψης των μαθητών και όχι η κατακυριάρχηση αλγεβρικών τεχνικών, οι οποίες στρεβλώσουν και υποβαθμίζουν τη στοχαστική φύση του
μαθήματος. Τέλος, οι παραγωγοί θεμάτων και οι αξιολογητές θα πρέπει να διαμορφώνουν μελετημένα εξεταστικά δοκίμια που υπηρετούν με συνέπεια τους στόχους του
Προγράμματος Σπουδών των Στοχαστικών Μαθηματικών, το οποίο εκτίθεται στη συνέχεια.
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ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ
(Σύνολο Ωρών=50 ώρες)

ΣΤΟΧΟΙ
Οι μαθητές να μπορούν να:

ΣΧΟΛΙΑ - ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

Συνδυαστική (10 ώρες)
Αρχή απαρίθμησης (2 ώρες) 1.1.4. κατασκευάζουν κατάλληλο δεντροδιάγραμμα σε μια

εργασία απαρίθμησης, να διακρίνουν τα βήματα και
τους κλάδους του και να υπολογίζουν τα τελικά
αποτελέσματα.

1.1.5. εφαρμόζουν την πολλαπλασιαστική αρχή σε
αποδείξεις και προβλήματα απαρίθμησης.

1.1.6. διακρίνουν την πολλαπλασιαστική αρχή
απαρίθμησης από την προσθετική αρχή απαρίθμησης
και να τις εφαρμόζουν στην επίλυση προβλημάτων.

• Με κατάλληλα παραδείγματα θα πρέπει να δειχθεί ότι το
δεντροδιάγραμμα πλεονεκτεί σε σχέση μεάλλα μοντέλα
απαρίθμησης όπως είναι τα διαγράμματα του Venn και οι πίνακε
διπλής εισόδου.

• Ως εισαγωγική δραστηριότητα για το στόχο 1.1.1. προτείνεται η
Δ1. Στο πρόβλημα αυτό επειδή τα βήματα είναι δύο, μπορεί να
εφαρμοστεί πίνακας διπλής εισόδου ή δεντροδιάγραμμα.

• Ενδεικτική εισαγωγική δραστηριότητα για τον στόχο 1.1.2 είναι η
Δ2. Βασικός στόχος της δραστηριότητας είναι να βοηθήσει του
μαθητές να εικάσουν τη γενίκευση της πολλαπλασιαστικής αρχή
της απαρίθμησης.

• Ενδεικτική δραστηριότητα για το στόχο 1.1.3. είναι η Δ3.
Μεταθέσεις, Διατάξεις και

Συνδυασμοί:
• Μεταθέσεις (2 ώρες)

1.2.5. αναγνωρίζουν ένα πρόβλημα μεταθέσεων ν
διαφορετικών στοιχείων και να το λύνουν.

• Παράλληλα με τις μεταθέσεις εισάγεται ο ορισμός του ν!
• Προτείνεται οι μαθητές να εξοικειωθούν με απλές πράξεις όπως:

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

• Να αποδειχθεί με χρήση της πολλαπλασιαστικής αρχής ο τύπο
του πλήθους των μεταθέσεων των ν διαφορετικών στοιχείων:

Μν=ν!
• Για τον στόχο 1.2.1 προτείνεται να χρησιμοποιηθεί η

δραστηριότητα Δ4.
• Να επισημανθεί ότι δύο μεταθέσεις ν στοιχείων διαφέρουν μόνο

στη σειρά των στοιχείων.

• Διατάξεις (χωρίς
επανάθεση, με επανάθεση) (3
ώρες)

1.2.6. αναγνωρίζουν ένα πρόβλημα διάταξης με ή χωρίς
επανάληψη ν διαφορετικών στοιχείων ανά κ και το
επιλύουν.

• Για το στόχο 1.2.2 προτείνεται η δραστηριότητα Δ5.
• Να αποδειχθεί με χρήση της πολλαπλασιαστικής αρχής ότι το

πλήθος των διατάξεων ν διαφορετικών στοιχείων ανά κ είναι

• Να αποδειχθεί με χρήση της πολλαπλασιαστικής αρχής ότι το
πλήθος των διατάξεων με επανάληψη των ν στοιχείων ανά κ, είνα
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• Για τις διατάξεις με επανάληψη δεν θα εισαχθεί συμβολισμός.
• Να επισημανθούν τα ακόλουθα

α) Οι μεταθέσεις είναι ειδική περίπτωση διατάξεων των ν
διακεκριμένων στοιχείων ανά ν.
β) Δύο διατάξεις των ν διακεκριμένων στοιχείων ανά κ (μ
επανάληψη ή χωρίς) είναι διαφορετικές όταν δεν αποτελούντα
από τα ίδια ακριβώς στοιχεία ή αποτελούνται μεν από τα ίδια
στοιχεία, αλλά διαφέρουν ως προς τη σειρά των στοιχείων
γ) Στις επαναληπτικές διατάξεις των ν ανά κ μπορεί να έχουμ
κ<ν, κ=ν ή κ>ν.

• Συνδυασμοί (3 ώρες) 1.2.7. αναγνωρίζουν ένα πρόβλημα συνδυασμών ν
διαφορετικών στοιχείων ανά κ και να το επιλύουν.

1.2.8. διακρίνουν τους συνδυασμούς από τις διατάξεις

•

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

•

• Για τους στόχους 1.2.3 και 1.2.4 προτείνεται η δραστηριότητα Δ6
και για τον 1.2.4 προτείνεται επιπλέον η Δ7.

Πιθανότητες (επαναλήψεις-συμπληρώσεις) (20 ώρες)
Πείραμα τύχης, δειγματικός

χώρος, σύνολα, ενδεχόμενα, πράξεις
(3 ώρες)

2.1.3. προσδιορίζουν τον πεπερασμένο δειγματικό χώρο
ενός πειράματος τύχης.

2.1.4. μεταφράζουν σχέσεις ενδεχομένων από τη γλώσσα
των συνόλων στην καθημερινή γλώσσα και

• Οι μαθητές, μέσω κατάλληλων δραστηριοτήτων, να επαναλάβουν
συνοπτικά έννοιες που έχουν διδαχθεί σε προηγούμενες τάξει
όπως: πεπερασμένος δειγματικός χώρος, ενδεχόμενα και πράξει
με ενδεχόμενα.
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αντιστρόφως. • Να δοθούν απλά παραδείγματα για πεπερασμένους δειγματικού
χώρους. Για λόγους πληρότητας να δοθεί ένα ενδεικτικό
παράδειγμα συνεχούς δειγματικού χώρου π.χ. η διάρκεια ζωή
ενός λαμπτήρα.

• Τα ενδεχόμενα ∩ , A΄, ∪ , Α-Β και ( ) ( )∪

εκφράζονται τόσο στη γλώσσα των συνόλων όσο και στην
καθημερινή γλώσσα.

• Να αναφερθεί ότι δύο ενδεχόμενα Α, Β είναι ασυμβίβαστα όταν
.∩ ∅

• Για τον προσδιορισμό του πεπερασμένου δειγματικού χώρου ενό
πειράματος τύχης και των ενδεχομένων του, μπορούν να
χρησιμοποιούνται ποικίλοι τρόποι αναπαράστασης (π.χ
δεντροδιαγράμματα, διαγράμματα Venn, πίνακες ορθογώνιων
πεδίων, κατάλογοι δεδομένων). Ενδεικτική για τους στόχους 2.1.1
και 2.1.2 είναι η δραστηριότητα Δ8.

• Με κατάλληλα παραδείγματα να αποσαφηνιστούν οι εκφράσει
«τουλάχιστον» και «το πολύ» που αναφέρονται σε ενδεχόμενα.

• Να διατυπωθούν και να αιτιολογηθούν οι νόμοι DeMorgan μ
χρήση διαγραμμάτων Venn.

Ορισμός πιθανότητας (5
ώρες)
• Κλασικός
• Γενικός (αξιωματικός)

•

•

•
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•

Λογισμός πιθανοτήτων (3
ώρες)

• Για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού χώρου Ω να
αποδειχθούν οι ακόλουθες ιδιότητες:

v) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩

vi) ( ) ( )
vii) ( ) ( ) ( )∩ ∩

⊆ ⇒ ≤
•

Δεσμευμένη πιθανότητα
Πολλαπλασιαστικός κανόνας –
Στοχαστικά ανεξάρτητα ενδεχόμενα,
Ολική πιθανότητα, Θεώρημα Bayes
(9 ώρες)

2.4.6. ορίζουν τη δεσμευμένη πιθανότητα δύο ενδεχομένων
και να εντοπίζουν τον ενδεδειγμένο δειγματικό χώρο
που απαιτείται για τον ορισμό της.

2.4.7. αξιοποιούν τη δεσμευμένη πιθανότητα για να
ορίζουν τη στοχαστική ανεξαρτησία δύο
ενδεχομένων.

2.4.8. αποφαίνονται αν δύο ενδεχόμενα είναι στοχαστικά
εξαρτημένα ή όχι και να υπολογίζουν πιθανότητες με
αυτά.

2.4.9. λύνουν προβλήματα με χρήση του Θεωρήματος
Ολικής Πιθανότητας.

2.4.10. εφαρμόζουν το Θεώρημα του Bayes στην επίλυση
προβλημάτων.

• Να επισημανθεί ότι η δεσμευμένη πιθανότητα παρουσιάζεται στι
περιπτώσεις όπου μια πληροφορία για την έκβαση ενό
πειράματος τύχης μειώνει την αβεβαιότητα συρρικνώνοντας το
δειγματικό χώρο. Ενδεικτική εισαγωγική δραστηριότητα για το
στόχο 2.4.1. είναι η δραστηριότητα Δ14.

• Όταν η γνώση του ενδεχομένου Α, με Ρ(Α)≠0, δεν επηρεάζει την
πιθανότητα του ενδεχομένου Β, τότε τα δυο ενδεχόμενα είνα
ανεξάρτητα και οι πιθανότητες Ρ(Β|Α) και Ρ(Β) θα είναι ίσες
Συνεπώς προτείνεται να εισαχθεί η στοχαστική ανεξαρτησία ω
ειδική περίπτωση της δεσμευμένης πιθανότητας.Για το στόχο
2.4.2. προτείνονται οι δραστηριότητες: Δ15 και Δ16.

• Να δειχθεί ότι δύο ενδεχόμενα Α, Β με Ρ(Α)≠0 και Ρ(Β)≠0 είνα
στοχαστικά ανεξάρτητα αν και μόνο αν ισχύει :
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Ρ(Α∩Β)=Ρ(Α)·Ρ(Β).
Για το στόχο 2.4.3. ενδείκνυται η δραστηριότητα Δ17.

• Γίνεται διεξοδική παρουσίαση του δεντροδιαγράμματο
πιθανοτήτων για στοχαστικά εξαρτημένα και στοχαστικά
ανεξάρτητα ενδεχόμενα. Να μνημονευθεί ότι όταν ακολουθούμ
ένα μονοπάτι κατά μήκος ενός κλάδου πολλαπλασιάζουμε τι
πιθανότητες, ενώ όταν μεταβαίνουμε ανάμεσα στους κλάδου
προσθέτουμε τις πιθανότητες.

• Θα πρέπει να επισημανθεί ότι δύο ασυμβίβαστα ενδεχόμενα Α, Β
με Ρ(Α)≠0 και Ρ(Β)≠0 δεν είναι στοχαστικά ανεξάρτητα.

• Να αποδειχθεί ως εφαρμογή ότι αν τα ενδεχόμενα Α και Β είνα
στοχαστικά ανεξάρτητα, τότε και τα ενδεχόμενα, Α΄ και Β, Α κα
Β΄, Α΄ και Β΄ είναι επίσης στοχαστικά ανεξάρτητα.

• Στην πλειονότητα των περιπτώσεων η ανεξαρτησία δύο
ενδεχομένων προκύπτει από τη φύση του πειράματος ή ενυπάρχε
στις υποθέσεις της κατασκευής του μοντέλου που περιγράφει ένα
φαινόμενο.

• Το Θεώρημα της Ολικής Πιθανότητας (Θ. Ο. Π.) να παρουσιασθε
στην απλούστερη μορφή του, όπου ο δειγματικός χώρος Ω
διαμερίζεται σε δυο συμπληρωματικά ενδεχόμενα Α και Α΄
Επομένως η πιθανότητα ενός ενδεχομένου Β του Ω μπορεί να
υπολογιστεί ως εξής:

⋅ ⋅
• Το Θεώρημα του Bayes να παρουσιασθεί επίσης στην απλούστερη

μορφή του:
⋅

⋅ ⋅
όπου Ρ(Β)>0, Ρ(Α)>0, Ρ(Α΄)>0

• Για τους στόχους 2.4.4. και 2.4.5. ενδεικτική είναι η
δραστηριότητα Δ18.

Κατανομές (20 ώρες)
Διακριτές Κατανομές

Διακριτή τυχαία μεταβλητή
(3 ώρες)

3.2.4. αναγνωρίζουν την έννοια της διακριτής τυχαίας
μεταβλητής.

• Με παραδείγματα από την καθημερινότητα να εισαχθεί η
έννοια της τυχαίας μεταβλητής. Να αναφερθεί ότι η τυχαία
μεταβλητή είναι μια συνάρτηση που αντιστοιχίζει σε κάθ
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Ενδεικτική είναι η δραστηριότητα Δ19.

3.2.5. ορίζουν συνάρτηση πιθανότητας Ρ(X=x) μιας
διακριτής τυχαίας μεταβλητής X και να την
παρουσιάζουν με τη βοήθεια πίνακα ή διαγράμματος.

• Οι τυχαίες μεταβλητές θα συμβολίζονται με κεφαλαία
γράμματα, όπως Χή Υ, και οι τιμές που αυτές λαμβάνουν με τα
αντίστοιχα πεζά γράμματα, x ή y.

• Να τονιστεί ότι ο συμβολισμόςP(X=x)=p(x) σημαίνει: «η
πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή X να πάρει την τιμή x είναι p(x)»

3.2.6. υπολογίζουν πιθανότητες ενδεχομένων της μορφής
Ρ(X=x).

•

•

( ) ≥ και ( )∑ ∑
•

( ) ≤

• ≤

•

•

Κατανομή Bernoulli (1 ώρα) • Να τονισθεί η σημασία τηςδοκιμασίας Bernoulli ω
βασική διαδικασία για τη μελέτη του απλούστερου πειράματο
τύχης με δύο πιθανά ενδεχόμενα.

• Συμβατικά στο πείραμα (δοκιμή)Bernoulli, το γεγονό
που μας ενδιαφέρει το ονομάζουμε «επιτυχία» με πιθανότητα
εμφάνισης p και το συμπληρωματικό του «αποτυχία» μ
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πιθανότητα q=1-p.
• Στο πείραμα Bernoulli ενδιαφέρει η πιθανότητα επιτυχίας σ

μία μόνο δοκιμή.
• Να δηλωθεί ότι η τυχαία μεταβλητή Χ που μετρά το πλήθος των

επιτυχιών σε μία και μόνο επανάληψη του πειράματος ακολουθε
την κατανομή Bernoulli και γράφουμε: Χ∼B(1, p).

• ∼

•
Διωνυμική Κατανομή Β(ν,p)

(4 ώρες)
3.4.7. αναγνωρίζουν πότε μια τυχαία μεταβλητή

ακολουθεί τη διωνυμική κατανομή.
•

•

∼
3.4.8. ορίζουν τη συνάρτηση πιθανότητας της Β(ν,

p) και να παρουσιάζουν την κατανομή πιθανότητας
με τη βοήθεια πίνακα ή διαγράμματος.

• Έστω κ ο αριθμός των επιτυχιών σε μια διωνυμική κατανομή B(ν
p). Τότε ο αριθμός των αποτυχιών ακολουθεί τη διωνυμική
κατανομή Β(ν, 1-p). Επομένως η πιθανότητα για κ επιτυχίες είνα
ίση με την πιθανότητα για ν-κ αποτυχίες, αφού το πλήθος των
επιτυχιών ταυτόχρονα καθορίζει και το πλήθος των αποτυχιών.

3.4.9. υπολογίζουν πιθανότητες της μορφής
P(X=κ) για κάθε τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ.

• Να επισημανθεί ότι ο εκάστοτε διωνυμικός συντελεστής εκφράζε
το πλήθος των συνδυασμών με τους οποίους παίρνουμε κ
επιτυχίες στις ν δοκιμές.

• Για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων μπορούν να
χρησιμοποιηθούν και οι πίνακες της διωνυμικής κατανομής.

3.4.10. βρίσκουν αθροιστικές πιθανότητες της
μορφής P(X≤κ) χρησιμοποιώντας τον τύπο ή πίνακες.

• Ο υπολογισμός πιθανοτήτων της μορφήςP(X≤κ) δίνεται από το
άθροισμα των πιθανοτήτων για όλες τις τιμές της τυχαία
μεταβλητής Χ που είναι μικρότερες ή ίσες από κ. Επομένως, η
αθροιστική συνάρτηση κατανομής δίνεται από τα κατάλληλα
αθροίσματα πιθανοτήτων.

3.4.11. υπολογίζουν την αναμενόμενη τιμή και τη • ∼
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διασπορά της.

3.4.12. χρησιμοποιούν τη διωνυμική κατανομή στην επίλυση
προβλημάτων.

• Οι μαθητές θα πρέπει να είναι σε θέση να χρησιμοποιούν τη
διωνυμική κατανομή για να μοντελοποιούν μια κατάσταση του
πραγματικού κόσμου και να σχολιάζουν κριτικά την
καταλληλότητά της. Να δοθούν παραδείγματα.

• Για τους στόχους της παραγράφου 3.3 προτείνονται οι Δ22
και Δ23.

Συνεχείς Κατανομές
Συνεχής τυχαία μεταβλητή

(2 ώρες)

• Για την κατανόηση της συνεχούς τυχαίας μεταβλητής οι μαθητέ
θα πρέπει να είναι σε θέση να διακρίνουν μεταξύ καταστάσεων
που αναφέρονται σε διακριτές κατανομές και καταστάσεων που
αναφέρονται σε συνεχείς κατανομές. Να δοθούν παραδείγματα.

• Να επισημανθεί ότι σε πειράματα συνεχών τυχαίων
μεταβλητών, η πιθανότητα υπολογίζεται σε ένα διάστημα των
πραγματικών αριθμών. Χρήσιμα εργαλεία είναι το ιστόγραμμα
τυχαίας μεταβλητής και το πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων.

• Για την εισαγωγή στην καμπύλη κατανομής, οι μαθητές μ
αξιοποίηση κατάλληλου στατιστικού λογισμικού, να
πειραματιστούν και να παρατηρήσουν πως όταν για κατάλληλο
πλήθος παρατηρήσεων ο αριθμός των κλάσεων ενό
ιστογράμματος σχετικών συχνοτήτων μεγαλώνει και το πλάτο
των κλάσεων μικραίνει, τότε το αντίστοιχο πολύγωνο τείνει να
πάρει τη μορφή μιας ομαλής καμπύλης.

• Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x) της συνεχούς τυχαία
μεταβλητής Χ είναι μια μη αρνητική συνάρτηση της οποίας το
εμβαδόν κάτω από την καμπύλη της και πάνω από τον άξονα x’x
ισούται με 1.

• Να μην γίνει εκτεταμένη χρήση της συνάρτησης πυκνότητα
πιθανότητας παρά μόνον σε απλές περιπτώσεις συναρτήσεων, π.χ
γραμμικές.

• Να σημειωθεί ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x
της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι μια συνάρτηση η οποία δεν
υπολογίζει πιθανότητες, όπως κάνει η συνάρτηση πιθανότητα
μιας διακριτής τυχαίας μεταβλητής.

• Ο συμβολισμός P(X=x) που χρησιμοποιήθηκε στις διακριτέ
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τυχαίες μεταβλητές δεν εφαρμόζεται στις συνεχείς τ.μ. οι οποίε
παίρνουν τιμές σε ένα διάστημα πραγματικών αριθμών.

• Να εξηγηθεί ότι η αθροιστική συνάρτηση κατανομή
( ) ≤ μιας συνεχούς τυχαίας μεταβλητής Χ μ

πυκνότητα πιθανότητας f(x) υπολογίζεται ως το εμβαδόν του
χωρίου που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη της f(x) και πάνω
από τον άξονα x’x, για τιμές μικρότερες ή ίσες του x.

Σημείωση: Η ολοκληρωμένη κατανόηση της έννοιας της συνάρτηση
κατανομής και της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας μια
συνεχούς τυχαίας μεταβλητής απαιτούν γνώσεις ολοκληρωτικού
λογισμού.
• Να αναφερθεί ότι η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να

πάρει τιμή σε ένα διάστημα [α,β] ισούται με το εμβαδόν του
χωρίου που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη της f(x) και πάνω
από τον άξονα x’x στο συγκεκριμένο διάστημα.



2142
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 

• Για κάθε συνεχή τυχαία μεταβλητή Χ ισχύουν:

( )≤
≤ ≤ ≤ ≤

•

• Η αναμενόμενη τιμή Ε(Χ) υπολογίζεται ως το εμβαδόν του
χωρίου που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη της xf(x) και πάνω
από τον άξονα x’x. Ο υπολογισμός της αναμενόμενης τιμής είνα
σχετικά εύκολος σε απλές περιπτώσεις (π.χ. f(x)=c, όπου c μία
σταθερά).

• Να υπογραμμιστεί ότι η αναμενόμενη τιμή και η διασπορά
αποτελούν δύο μέτρα που χαρακτηρίζουν τη κατανομή.

• Για τους στόχους 3.4.2. έως 3.4.6. προτείνεται η Δ24.
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Κανονική κατανομή Ν(μ, σ2)
(3 ώρες)

3.5.4. αναγνωρίζουν σε αυθεντικά προβλήματα
της καθημερινότητας την κανονική κατανομή
Ν(μ,σ2).

•

X∼N ( μ, σ2)
• Να επισημανθεί ότι η Ν(μ, σ2) είναι μια συνεχής κατανομή μ

πολλές εφαρμογές στην καθημερινή πραγματικότητα καθώς πολλά
από τα φυσικά χαρακτηριστικά (ύψος, βάρος, κ.λπ.) μπορούν να
περιγραφούν από την κανονική κατανομή.

• Οι μαθητές αναμένεται να χρησιμοποιούν την κανονική κατανομή
και να αξιοποιούν τις ιδιότητές της για να μοντελοποιούν
καταστάσεις του πραγματικού κόσμου και να σχολιάζουν κριτικά
την καταλληλότητά της.

• Με τη βοήθεια ιστογράμματος από δεδομένα που ακολουθούν
τη διωνυμική κατανομή, παρατηρούμε ότι καθώς το πλήθος των
επαναλήψεων ν αυξάνεται τότε το ιστόγραμμα παίρνει μια
συμμετρική μορφή και τείνει προς τη
κανονική.

3.5.5. γνωρίζουν τη συνάρτηση πυκνότητας • Να δοθεί το σχήμα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητα
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πιθανότητας της Ν(μ, σ2) και τις ιδιότητες της
καμπύλης της κανονικής κατανομής.

της Ν(μ,σ2) καθώς και ο τύπος της. Η συνάρτηση πυκνότητα
πιθανότητας f(x) για αυτή την κατανομή έχει μορφή καμπάνα
(bellshape), παρόμοιο με αυτό που φαίνεται παρακάτω.

•

( )

με x, μ∈R καισ2>0.

•

3.5.6. αξιοποιούν τη γεωμετρική ερμηνεία της
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας για να
συνδέουν εμβαδά κάτω από την καμπύλη με
αντίστοιχες πιθανότητες.

•



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2145

•
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• ∼
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Τυποποιημένη κανονική
κατανομή Ν(0,1) (5 ώρες)

3.6.5. μετασχηματίζουν οποιαδήποτε κανονική
κατανομή Ν(μ,σ2) στην Ν(0,1) και αντίστροφα.

• Να επισημανθεί η σπουδαιότητα της τυποποιημένη
κανονικής κατανομής Ν(0,1) για λόγους υπολογιστικούς.

• Η τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί τη Ν(0,1) συμβολίζετα
με Z. Ισχύει:

Αν Χ∼Ν(μ, σ2) και τότε Ζ∼Ν(0,1).

•

• Λόγω της σπουδαιότητας της Ν(0,1), η συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας της Ν(0,1) συμβολίζεται με φ(z) και η
αντίστοιχη αθροιστική συνάρτηση κατανομής με Φ(z).
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3.6.6. χρησιμοποιούν τους πίνακες της
αθροιστικής συνάρτησης κατανομής Φ(z) της Ν(0,1)
για να υπολογίζουν πιθανότητες της
μορφής ≤ καιP(α<Χ≤β) καθώς και την τιμή του
x για δεδομένες τιμές των μ, σ και Φ(z).

•

≤

3.6.7. αναγνωρίζουν μια z-τιμή ως τον θετικό ή

αρνητικό αριθμό των τυπικών αποκλίσεων
από τη μέση τιμή μιας συνεχούς τυχαίας μεταβλητής
Χ.

•

• Προτείνεται η χρήση κατάλληλου λογισμικού για τον
προσδιορισμό πιθανοτήτων και την παραγωγή γραφημάτων.

• Να γραφτεί ότι γενικά για όλες τις τιμές του z ισχύει το εξής:
≤ ≥ ≤



 
Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 
2149

Φ(-z)=1-Φ(z)
3.6.8. εφαρμόζουν την κανονική κατανομή N(0,1)

στην επίλυση προβλημάτων του πραγματικού
κόσμου.

• Για τους στόχους των παραγράφων 3.5 και 3.6 προτείνοντα
οι Δ25 και Δ26.

Προσέγγιση της διωνυμικής
από την κανονική κατανομή (2
ώρες)

3.7.1. αναγνωρίζουν τις συνθήκες κάτω από τις οποίες η
διωνυμική προσεγγίζεται από τη κανονική κατανομή.

• Ένας καλός τρόπος παρουσίασης της προσέγγισης τη
διωνυμικής από τη κανονική είναι μέσω ιστογράμματος από
δεδομένα που προέρχονται από τη διωνυμική κατανομή. Όταν το
πλήθος των παρατηρήσεων ν είναι μεγάλο, τότε το πολύγωνο
συχνοτήτων γίνεται όλο και πιο ομαλή καμπύλη, και θα τείνει στη
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Ν(μ,σ2).



2150
 

Ε
Φ

Η
Μ

Ε
Ρ
ΙΣ

 Τ
Η

Σ
 Κ

Υ
Β
Ε
Ρ
Ν

Η
Σ
Ε
Ω

Σ
 (Τ

Ε
Υ
Χ

Ο
Σ
 Δ

Ε
Υ
Τ
Ε
Ρ
Ο

) 

•

3.7.2. υπολογίζουν πιθανότητες κάνοντας χρήση της
προσέγγισης της διωνυμικής από την κανονική
κατανομή.

•

3.7.3. χρησιμοποιούν τη διόρθωση συνέχειας για τη
βελτίωση των αποτελεσμάτων στη λύση
προβλημάτων και να την εξηγούν εποπτικά.

•
±

• ∼
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( )≤ ≅

•
Ενδεικτικές Δραστηριότητες

Δ37. (αντιστοιχεί στο στόχο 1.1.1.)
Μια παρέα με 4 κορίτσια και 3 αγόρια παραβρέθηκε σε μια χορευτική εκδήλωση. Καθένα από τα κορίτσια χόρεψε μια μόνο φορά με καθένα από τα αγόρια. Πόσα ζευγάρια
χόρεψαν; (Σημειώνεται ότι τα ονόματα των τεσσάρων κοριτσιών ήταν Ελένη, Μαρία, Ρωξάνη και Σοφία, ενώ των τριών αγοριών Ανδρέας, Γιώργος και Κώστας)
Δ38. (αντιστοιχεί στο στόχο 1.1.2.)
Οι ελληνικές πινακίδες κυκλοφορίες έχουν έναν κωδικό. Κάθε κωδικός αποτελείται από 7 χαρακτήρες, το πρώτο μέρος περιέχει 3 ελληνικά γράμματα και το δεύτερο μέρος περιέχε
4 αριθμητικά ψηφία.
Έτσι γίνεται η αρίθμηση όλων των οχημάτων της χώρας με τη σειρά από ΑΑΑ 0001 μέχρι ΩΩΩ 9999.
(Την πινακίδα συμπληρώνει ένα αναγνωριστικό της Ελλάδας και της Ευρωπαϊκής Ένωσης).
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(α) Να υπολογίσετε το δυνατό πλήθος των πινακίδων κυκλοφορίας.
(β) Με βάση νέο νόμο αποφασίστηκε να χρησιμοποιούνται το σύστημα ΓΓΓ-ΨΨΨΨ, όπου Γ ένας χαρακτήρας (γράμμα) από τους Α, Β, Ε, Ζ, Η, Ι, Κ, Μ, Ν, Ο, Ρ, Τ, Υ και Χ (14

γράμματα) και Ψ ένα από τα ψηφία 0 έως 9. Να βρείτε τώρα το πλήθος των νέων πινακίδων κυκλοφορίας που συμφωνούν με αυτούς τους περιορισμούς.
Δ39. (αντιστοιχεί στο στόχο 1.1.3.)
Σε ένα ράφι υπάρχουν 6 διαφορετικά αστυνομικά μυθιστορήματα, 5 διαφορετικά ιστορικά μυθιστορήματα και 3 διαφορετικά μυθιστορήματα επιστημονικής φαντασίας. Ο Γιώργο
θέλει να επιλέξει ένα μυθιστόρημα. Με πόσους τρόπους μπορεί να κάνει την επιλογή; Η αδελφή του Γιώργου θέλει να επιλέξει ένα μυθιστόρημα από κάθε είδος. Με πόσου
τρόπους μπορεί να διαλέξει τα τρία βιβλία;
Δ40. (αντιστοιχεί στο στόχο 1.2.1.)
Κάποιος γνωρίζει ότι ο τετραψήφιος κωδικός της τραπεζικής του κάρτας αποτελείται από τα ψηφία 0, 2, 6, 9 αλλά ξέχασε τη σειρά τους. Πόσες το πολύ δοκιμές πρέπει να κάνει για
να βρει τη σωστή σειρά;
Δ41. (αντιστοιχεί στους στόχους 1.1.1. , 1.1.2. , 1.1.3. και 1.2.2.)
Ένα κουτί περιέχει τέσσερις χρωματιστές κιμωλίες, μία κόκκινη, μία πράσινη, μία ροζ και μία άσπρη. Να τραβήξετε μια κιμωλία από το κουτί, να σημειώσετε το χρώμα της και να
την ξαναβάλετε στο κουτί. Να επαναλάβετε άλλη μια φορά τη διαδικασία. Να κατασκευάσετε ένα δεντροδιάγραμμα που να περιγράφει το χρώμα και τη σειρά με την οποία
μπορούν να εξαχθούν οι κιμωλίες.
(α) Πόσα διαφορετικά αποτελέσματα χρωματικών αντιστοιχιών είναι δυνατά αν τραβήξουμε δύο κιμωλίες με επανάθεση;
(β) Πόσα διαφορετικά αποτελέσματα χρωματικών αντιστοιχιών είναι δυνατά αν τραβήξουμε δύο κιμωλίες με επανάθεση και μία ακριβώς από τις κιμωλίες είναι κόκκινη;
(γ) Πόσα διαφορετικά αποτελέσματα χρωματικών αντιστοιχιών είναι δυνατά αν τραβήξουμε δύο κιμωλίες με επανάθεση και μία τουλάχιστον κιμωλία είναι κόκκινη;
(δ) Να απαντήσετε στα προηγούμενα ερωτήματα αν τραβήξουμε δύο κιμωλίες χωρίς επανάθεση.
Δ42. (αντιστοιχεί στους στόχους 1.2.3. και 1.2.4.)
Δίνεται το σύνολο Ω={α, β, γ, δ, ε}.
α) Να βρείτε όλα τα υποσύνολα του Ω.
β) Πόσα από τα υποσύνολα έχουν 3 στοιχεία;
γ) Σε κάθε υποσύνολο με 3 στοιχεία πόσες μεταθέσεις αντιστοιχούν;
δ) Ποια σχέση συνδέει το πλήθος των υποσυνόλων με τρία στοιχεία και τις διατάξεις ;
Δ43. (αντιστοιχεί στο στόχο 1.2.4.)
Ένα τμήμα με 15 μαθητές πρόκειται να κληρώσει τρεις μαθητές να το εκπροσωπήσουν στη Γενική Συνέλευση του Σχολείου.
α) Με πόσους τρόπους μπορεί να προκύψει η τριάδα των εκπροσώπων του τμήματος από την κλήρωση;
β) Στην περίπτωση που ο 1ος της κλήρωσης θα μιλήσει στη Γενική Συνέλευση, ο 2ος θα είναι μέλος της εφορευτικής επιτροπής και ο 3ος θα είναι αναπληρωματικό μέλος, με πόσου
τρόπους μπορεί να προκύψει η τριάδα των εκπροσώπων του τμήματος;
Δ44. (αντιστοιχεί στους στόχους 2.1.1. και 2.1.2.)
Ρίχνουμε δύο αμερόληπτα ζάρια και βρίσκουμε το άθροισμα των ενδείξεών τους.
α) Να βρείτε το δειγματικό χώρο Ω του πειράματος.
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β) Να παραστήσετε με αναγραφή τα ενδεχόμενα που προσδιορίζονται από τις ιδιότητες: Α: “το άθροισμα των δύο ενδείξεων είναι το πολύ 6” και Β: “το άθροισμα των δύο
ενδείξεων είναι τουλάχιστον 5”.

γ) Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων τους τα ενδεχόμενα Α΄ και Β΄.
Δ45. (αντιστοιχεί στους στόχους 2.2.1 και 2.2.2.)
Σε ένα συρτάρι υπάρχουν 5 όμοιες μπαταρίες, από τις οποίες οι 2 δεν λειτουργούν. Αν επιλέξουμε τυχαία δύο από αυτές ποια είναι η πιθανότητα να λειτουργούν και οι δύο;
Δ46. (αντιστοιχεί στους στόχους 2.2.1 και 2.2.2)
Τρεις κύριοι επιβιβάζονται στο ασανσέρ από το ισόγειο ενός 5όροφου κτιρίου. Ποια είναι η πιθανότητα να κατεβούν όλοι τους σε διαφορετικούς ορόφους;
Δ47. (αντιστοιχεί στο στόχο 2.2.3.)
Ένα κουτί περιέχει 6 κόκκινα, 4 μαύρα και 3 άσπρα σφαιρίδια, όλα του ιδίου μεγέθους. Παίρνουμε τυχαία από το κουτί ένα σφαιρίδιο και σημειώνουμε το χρώμα του. Ποια είναι η
πιθανότητα να τραβήξουμε σφαιρίδιο:
α) κόκκινο,
β) άσπρο,
γ) όχι μαύρο,
δ) κόκκινο ή άσπρο,
ε) ούτε κόκκινο ούτε άσπρο.
Δ48. (αντιστοιχεί στο στόχο 2.3.1)
Από μια καλά ανακατεμένη τράπουλα με 52 φύλλα τραβάμε τυχαία ένα φύλλο. Να βρεθεί η πιθανότητα το φύλλο αυτό να είναι σπαθί ή ντάμα.
Δ49. (αντιστοιχεί στο στόχο 2.3.1)
Ρίχνουμε το κέρμα δύο φορές και μελετάμε τα ενδεχόμενα:
Α: “Να έρθει το πολύ μια φορά κορώνα”,
Β: “Να έρθει τουλάχιστον μια φορά κορώνα”,
Γ: “Να έρθει μια κορώνα και μια γράμματα”,
Δ: “Να έρθει το ίδιο αποτέλεσμα και στις δύο ρίψεις”.
α) Να υπολογιστούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων Α, Β, Γ, Δ.
β) Να υπολογιστούν οι πιθανότητες: Ρ(Α∪Β), Ρ(Α∩Β), Ρ(Γ΄), Ρ(Β∩Δ), Ρ(Α-Γ), Ρ(Β∪Γ΄).
Δ50. (αντιστοιχεί στο στόχο 2.4.1.)
Ρίχνουμε ένα κόκκινο κι ένα άσπρο ζάρι και καταγράφουμε τις ενδείξεις τους. Τότε έχουμε τα ενδεχόμενα:
Α: “Το γινόμενο των ενδείξεων είναι άρτιο”, Β: “Το άθροισμα των ενδείξεων είναι άρτιο”, Γ: “Το κόκκινο ζάρι έχει ένδειξη μικρότερη ή ίση του 3”.
Να βρείτε τις πιθανότητες Ρ(Α), Ρ(Β), Ρ(Γ), Ρ(Β|Α), Ρ(Α|Β), Ρ(Α|Γ).
Δ51. (αντιστοιχεί στο στόχο 2.4.2.)
Η πιθανότητα να αρέσει στον Άρη μια κινηματογραφική ταινία είναι Ρ(Α)=0,70 και η πιθανότητα να αρέσει στη φίλη του τη Βάνα είναι Ρ(Β)=0,60. Η πιθανότητα να αρέσει η
ταινία στον Άρη, αλλά όχι στη Βάνα είναι Ρ(Α∩Β΄)=0,28.
α) Να βρείτε την πιθανότητα Ρ(Α|Β΄) η ταινία να αρέσει στον Άρη με δεδομένο ότι δεν αρέσει στη Βάνα;
β) Να συγκρίνετε τις πιθανότητες Ρ(Α|Β΄) και Ρ(Α). Τι είδους ενδεχόμενα είναι τα Α και Β΄.
γ) Να εξετάσετε αν τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα.
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Δ52. (αντιστοιχεί στους στόχους 2.4.2., 2.4.3)
Σε ένα παιχνίδι που περιλαμβάνει τη ρίψη δύο ζαριών, οι παίκτες ποντάρουν στα ακόλουθα ενδεχόμενα:
Α: “Το πρώτο ζάρι να φέρει μεγαλύτερο αποτέλεσμα από το δεύτερο”.
Β: “Το άθροισμα των αποτελεσμάτων να είναι μεγαλύτερο του οκτώ”.
Γ: “Το άθροισμα των αποτελεσμάτων να είναι άρτιος”.
Βρείτε τα ακόλουθα:
α) Το δειγματικό χώρο Ω του πειράματος.
β) Τις πιθανότητες των ενδεχομένων Α, Β και Γ.
γ) Έστω ότι το αποτέλεσμα της πρώτης ρίψης είναι άρτιος. Να βρείτε το νέο δειγματικό χώρο και να υπολογίστε τις νέες πιθανότητες των ενδεχομένων Α,Β και Γ
δ) Να συγκρίνετε τις νέες πιθανότητες με τις αρχικές και να σχολιάσετε τα αποτελέσματα.
Δ53. (αντιστοιχεί στο στόχο 2.4.3.)
Διαθέτουμε ένα είδος από ηλεκτρονικές πλακέτες οι οποίες έχουν αξιοπιστία (πιθανότητα) λειτουργίας 90%.
α) Αν συνδέσουμε δυο από αυτές τις πλακέτες σε σειρά τότε το κύκλωμα λειτουργεί μόνον όταν και οι δυο τους λειτουργούν. Ποια είναι η πιθανότητα λειτουργίας του
κυκλώματος;
β) Αν συνδέσουμε δύο από αυτές τις πλακέτες παράλληλα τότε το κύκλωμα λειτουργεί όταν τουλάχιστον μια από τις δύο λειτουργεί. Ποια είναι η πιθανότητα λειτουργίας του
κυκλώματος;
Δ54. (αντιστοιχεί στους στόχους 2.4.4., 2.4.5.)
Διαθέτουμε ένα αμερόληπτο κέρμα και ένα άλλο που φέρει και στις δύο όψεις κεφαλή. Διαλέγουμε στην τύχη ένα από τα δύο κέρματα και το ρίχνουμε
α) Να βρείτε την πιθανότητα να φέρουμε κεφαλή.
β) Γνωρίζοντας ότι φέραμε κεφαλή να βρείτε την πιθανότητα το κέρμα που ρίξαμε να έχει τις δύο κεφαλές.

Να δώσετε τα σύνολα τιμών των τυχαίων μεταβλητών που περιγράφουν τα ακόλουθα πειράματα τύχης:
α) Ρίψη ενός νομίσματος.
β) Ρίψη δύο νομισμάτων (Σημείωση: Η τ.μ. μετρά πόσες φορές φέρνουμε Κ).
γ) Ρίψη ενός ζαριού.
δ) Το φύλο των ανθρώπων που απαντούν σε ένα ερωτηματολόγιο.
ε) Ποια ομάδα της Α΄ Εθνικής κατηγορίας υποστηρίζουν.

Σε ένα επιτραπέζιο παιχνίδι χρησιμοποιούμε ένα τετραεδρικό ζάρι με ενδείξεις 1, 2, 3 και 4. Όμως το ζάρι δεν είναι δίκαιο και γνωρίζουμε ότι αν Χ είναι η τυχαία μεταβλητή που
μας δίνει το αποτέλεσμα της ρίψης του ζαριού, τότε: Ρ(Χ=1)=5λ, Ρ(Χ=2)=3λ, Ρ(Χ=3)=λ και Ρ(Χ=4)=2λ.
6) Να βρείτε τη συνάρτηση πιθανότητας της τ. μ. Χ.
7) Να γράψετε την αθροιστική συνάρτηση κατανομής της Χ.
8) Να παραστήσετε γραφικά την αθροιστική συνάρτηση της Χ.
9) Να υπολογίσετε την αναμενόμενη τιμή και τη διασπορά της Χ.
10) Να υπολογίσετε τις ακόλουθες πιθανότητες:
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i Το ζάρι να φέρει 4.
ii. Το ζάρι να φέρει 2 ή 3
iii. Το ζάρι να φέρει αποτέλεσμα μεγαλύτερο του 1.
iv. Το ζάρι να φέρει αποτέλεσμα μεγαλύτερο του 2.

Ένας αγρότης καλλιεργεί δοκιμαστικά ένα νέο φυτό με σκοπό να προχωρήσει στην εκτεταμένη καλλιέργειά του εφόσον πάρει τη προσδοκώμενη σοδιά. Από άλλους αγρότες που
έκαναν την ίδια δοκιμαστική καλλιέργεια γνωρίζει ότι 7 στους 10 είχαν θετικό αποτέλεσμα. Αν Χ είναι η τυχαία μεταβλητή που περιγράφει το συγκεκριμένο πείραμα του αγρότη
να απαντήσετε τα ακόλουθα ερωτήματα:
α) Ποιος είναι ο δειγματικός χώρος του πειράματος;
β) Ποιες τιμές παίρνει η Χ και ποια είναι η κατανομή της;
γ) Να βρείτε την αθροιστική συνάρτηση κατανομής F(x).
δ) Να υπολογίσετε την αναμενόμενη τιμή E(X) και τη διασπορά V(X).

Σε ένα τυχερό παιχνίδι πληρώνουμε 1€ για να επιλέξουμε έναν αριθμό ν από το 0 έως το 36. Στη συνέχεια γίνεται κλήρωση μεταξύ αυτών των αριθμών και σε περίπτωση που
κληρωθεί ο αριθμός ν πληρωνόμαστε 35€. Η απόδοση του παιχνιδιού περιγράφεται από την τυχαία μεταβλητή

⎧
⎨
⎩

α) Να βρείτε τις πιθανότητες P(Χ=-1), Ρ(Χ=35).
β) Να βρείτε την αναμενόμενη τιμή της Χ και να ερμηνεύσετε το πρόσημό της.
γ) Να βρείτε το ποσό που αναμένεται να εισπράξει ή να χάσει αν παίξει 111 φορές.
δ) Αν παίξει 74 συνεχόμενες φορές, ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει τουλάχιστον 2 φορές;

Σε ένα τυχερό παιχνίδι ο παίκτης ρίχνει 2 ζάρια με σκοπό να φέρει άθροισμα τουλάχιστον οκτώ. Ο παίκτης παίζει 10 συνεχόμενες φορές και αν φέρει άθροισμα μεγαλύτερο του
οκτώ κερδίζει ανάλογα δώρα. Αν Χ είναι η τυχαία μεταβλητή που περιγράφει το πόσες φορές από τις 10 θα φέρει το επιθυμητό άθροισμα, τότε:
α) Ποια είναι η κατανομή της Χ;
β) Να υπολογίσετε την αναμενόμενη τιμή Ε(Χ) και τη διασπορά V(X).
γ) Να δώσετε την αθροιστική συνάρτηση κατανομής F(x).
δ) Ποια είναι η πιθανότητα να έχει επιτυχία σε ακριβώς 7 από τις 10 ρίψεις;
ε) Ποια είναι η πιθανότητα να έχει επιτυχία σε τουλάχιστον 7 από τις 10 ρίψεις;
στ) Ποια είναι η πιθανότητα να έχει επιτυχία το πολύ σε 7 από τις 10 ρίψεις;

Έστω ένα εργοστάσιο που συσκευάζει ζάχαρη σε πακέτα των 100γρ. Τα μηχανήματα που χρησιμοποιούνται είναι παλιά και η ποσότητα της ζάχαρης που μπαίνει σε κάθ
συσκευασία δεν είναι δυνατόν να είναι πάντα ακριβώς 100γρ. Έστω λοιπόν Υ η τυχαία μεταβλητή που περιγράφει το βάρος της ζάχαρης που μπαίνει σε κάθε συσκευασία, και έστω
ότι από παλαιότερες μετρήσεις γνωρίζουμε ότι η Υ παίρνει τιμές στο διάστημα (95,105). Αν υποθέσουμε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Υ είναι μια σταθερή
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συνάρτηση και ίση με c στο διάστημα (95,105) και μηδέν οπουδήποτε αλλού, να υπολογισθούν:
α) Η σταθερά c.
β) Η αθροιστική συνάρτηση κατανομής F(y).
γ) Η πιθανότητα o αγοραστής να πάρει ένα πακέτο ζάχαρης με ποσότητα μικρότερη από 100γρ.
δ) Η αναμενόμενη τιμή E(Y). [Σημείωση: Η Ε(Υ) να υπολογιστεί με δύο τρόπους] ]
ε) Η πιθανότητα η ποσότητα της ζάχαρης να είναι στο διάστημα (99,101), όπως απαιτείται από την επιτροπή πιστοποίησης προϊόντων.

Ένας ξυλουργός κόβει ξύλινες σανίδες που θα χρησιμοποιηθούν στην κατασκευή βιβλιοθηκών. Το μήκος των σανίδων ακολουθεί κανονική κατανομή με μέσο μήκος 75εκ κα
διασπορά 2. Να υπολογίσετε τις πιθανότητες:
α) Μια σανίδα να έχει μήκος μικρότερο από 73εκ.
β) Το μήκος μιας σανίδας να είναι στο διάστημα (74,77).
γ) Το μήκος μιας σανίδας να είναι μεγαλύτερο από 76εκ.
δ) Το μήκος μιας σανίδας να είναι μικρότερο από 72εκ δεδομένου ότι είναι μικρότερο από 73εκ.

Ένα μηχάνημα κάνει τρύπες σε μια μεταλλική επιφάνεια με σκοπό να περάσει ένας σωλήνας. Το μηχάνημα είναι ρυθμισμένο να κάνει τρύπες με διάμετρο κατά μέσο όρο 10εκ κα
τυπική απόκλιση σ=0,15εκ και οποιαδήποτε τρύπα μεταξύ 9,8εκ και 10,2εκ θα είναι αποδεκτή. Αν η τρύπα είναι μεγαλύτερη από 10,2εκ τότε η μεταλλική επιφάνεια αχρηστεύετα
και αν η διάμετρος είναι μικρότερη από 9,8εκ τότε ο τεχνίτης ξαναδοκιμάζει να κάνει την τρύπα στη σωστή διάμετρο. Αν θεωρήσουμε ότι οι τρύπες που κάνει το μηχάνημα
ακολουθούν την κανονική κατανομή, να υπολογίσετε τα ακόλουθα:
α) Ποια είναι η πιθανότητα η προσπάθεια να ανοιχτεί τρύπα στη μεταλλική επιφάνεια να είναι εντός των αποδεκτών ορίων;
β) Ποια είναι η πιθανότητα να αχρηστευτεί μια μεταλλική επιφάνεια;

Σε μια διαδικασία ποιοτικού ελέγχου, δοκιμάζονται 1000 νέοι υπολογιστές. Η πιθανότητα να μη λειτουργεί ένας υπολογιστής είναι p=0.01. Κάνοντας χρήση της προσέγγισης τη
διωνυμικής από την κανονική, να υπολογίσετε:

≤
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Η μελέτη των κωνικών τομών ξεκίνησε στην αρχαία Ελλάδα προκειμένου να απαντηθούν κάποια σημαντικά γεωμετρικά προβλήματα, κυρίως το πρόβλημα διπλασιασμού του
κύβου. Οι αρχαίοι Έλληνες χρησιμοποίησαν γεωμετρικές μεθόδους για να εξετάσουν τις ιδιότητες των κωνικών τομών ενώ σήμερα ο βασικός τρόπος μελέτης τους γίνεται με
μεθόδους της Αναλυτικής Γεωμετρίας χωρίς τη χρήση της οποίας η πρόοδος στη μελέτη τους θα ήταν αδύνατη. Οι κωνικές τομές αποτελούν το πρώτο φυσιολογικό βήμα μετά

τη μελέτη της ευθείας καθώς περιγράφονται από εξισώσεις της μορφής 2 2 0+ + + + + =x Bxy y x y , όπου στην εξίσωση της ευθείας έχουν προστεθεί και όροι
δεύτερης τάξης. Η μελέτη των κωνικών τομών είναι απαραίτητη καθώς πέραν των πολλών εφαρμογών τους (κατασκευή κατόπτρων, τροχιές πλανητών, τροχιές βλημάτων,
τροχιές ηλεκτρονίων, λιθοθρυψία, τηλεσκόπιο τύπου Κασγκρέν κ.λπ.) χωρίς την κατανόησή τους δεν μπορεί να προχωρήσει αποτελεσματικά η γνώση σε πιο πολύπλοκα
σχήματα που αποτελούνται από καμπύλες που δεν περιγράφονται από μια συναρτησιακή σχέση της μορφής ( )y f x= .
Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο μελετώνται ο κύκλος, η παραβολή, η έλλειψη και η υπερβολή με βάση την εστιακή τους ιδιότητα από την οποία προκύπτουν και οι εξισώσεις που
τις χαρακτηρίζουν ενώ σε κάθε περίπτωση αποδεικνύεται η εξίσωση της εφαπτομένης τους θεωρώντας τις κωνικές τομές ως καμπύλες που προκύπτουν από τις γραφικές
παραστάσεις δύο συναρτήσεων. Μέσω των κοινών ιδιοτήτων τους (ανακλαστική και περιγραφή τροχιάς σωμάτων, πλανητών και κομητών) επιτυγχάνεται η ανάδειξη της
χρησιμότητας της μελέτης τους.
Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου επιδιώκεται:
•
•
•
Έτσι, όσον αφορά στον κύκλο, η εξίσωσή του προσδιορίζεται με βάση την ιδιότητα των σημείων του να ισαπέχουν από το κέντρο. Στη συνέχεια με τη μέθοδο συμπλήρωσης

τετραγώνου αποδεικνύονται οι προϋποθέσεις που πρέπει να πληρούνται ώστε μια εξίσωση της μορφής 2 2 0x y Ax By+ + + + = να παριστάνει κύκλο. Η απόδειξη της
εξίσωσης της εφαπτομένης του κύκλου σε ένα σημείο του γίνεται με βάση την γνωστή από την Ευκλείδεια Γεωμετρία ιδιότητά της. Οι μαθητές πρέπει να αντιληφθούν ότι ο
ορισμός αυτός δεν έρχεται σε αντίθεση με την έννοια της εφαπτομένης που διδάχθηκαν στην Ανάλυση. Στην κατεύθυνση αυτή χρήσιμο είναι, αφού περιοριστούμε στο πάνω ή
στο κάτω ημικύκλιο, να αποδειχθεί ότι η ίδια εξίσωση προκύπτει με χρήση των μεθόδων της ανάλυσης.
Η επόμενη κωνική τομή που εξετάζεται είναι η παραβολή. Η εξίσωση της παραβολής αποδεικνύεται με βάση την ιδιότητα των σημείων της να ισαπέχουν από ευθεία και σημείο
εκτός αυτής. Η εξίσωση της υπερβολής αρχικά αποδεικνύεται στην περίπτωση που ο άξονας τετμημένων είναι ο άξονας συμμετρίας της και άξονας τεταγμένων η μεσοκάθετος
της απόστασης της εστίας της από τη διευθετούσα. Oι μαθητές γνωρίζουν ήδη από την Άλγεβρα ότι παραβολές ονομάζονται οι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων της μορφής

2y x= , και τον τρόπο με τον οποίο η μορφή της παραβολής σχετίζεται με την παράμετρο η οποία τώρα αποκτά γεωμετρική ερμηνεία καθώς αντιστοιχεί στην απόσταση της
εστίας από τη διευθετούσα. Η εξίσωση της εφαπτομένη σε σημείο της παραβολής αποδεικνύεται χρησιμοποιώντας μεθόδους της ανάλυσης. Επίσης αναδεικνύονται οι πολλές
εφαρμογές της παραβολής λόγω της ανακλαστικής της ιδιότητας αλλά και το γεγονός ότι περιγράφει την τροχιά ενός βλήματος, ώστε οι μαθητές να αντιληφθούν την
χρησιμότητα της μελέτης της.
Αντίστοιχα, με βάση την εστιακή της ιδιότητα, αποδεικνύεται και η εξίσωση της έλλειψης στις περίπτωση που ο μεγάλος της άξονας συμπίπτει με τον άξονα των τετμημένων ή
τον άξονα των τεταγμένων. Κατανοώντας τον ρόλο της εκκεντρότητας της έλλειψης, οι μαθητές είναι σε θέση να αντιληφθούν τον τρόπο με τον οποίον μεταβάλλεται η μορφή
της έλλειψης ανάμεσα στις δύο οριακές της θέσεις του κύκλου και της ευθείας. Για την απόδειξη της εξίσωσης της εφαπτομένης σε σημείο της έλλειψης χρησιμοποιούνται και
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εδώ μέθοδοι της Ανάλυσης. Τέλος όπως και στην περίπτωση της παραβολής η ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης και το γεγονός ότι περιγράφει τις τροχιές πλανητών
συμβάλλουν στην ανάδειξη ενός πραγματιστικού πλαισίου για τη μελέτη της.
Η τελευταία κωνική τομή που μελετάται είναι η υπερβολή. Η εστιακή ιδιότητα, οι συμμετρίες, οι ασύμπτωτες αλλά και η εκκεντρότητα, της υπερβολής που εκφράζονται και
μέσω του ορθογωνίου βάσης, συμβάλλουν στην ανάπτυξη μιας διαισθητικής αντίληψης για τη μορφή της. Η ανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής και η περιγραφή από αυτήν
των τροχιών των κομητών που διαφεύγουν από τη βαρύτητα του Ήλιου ολοκληρώνουν αλλά και ενοποιούν τις εφαρμογές των κωνικών τομών.

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΣΤΟΧΟΙ
Οι μαθητές να μπορούν να:

ΣΧΟΛΙΑ - ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

•

•

•

2 2 0x y Ax By+ + + + =

•

•

•

•
•

•

•
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•

•

•
•

•

•

•

Ενδεικτικές Δραστηριότητες
Δ1 (αντιστοιχεί στους στόχους 1.1.1, 1.1.2)
Ένας σφυροβόλος στέκεται στο σημείο ( )5,4 . Αν το μήκος της αλυσίδας της σφύρας είναι 2 m , να βρεθούν οι συντεταγμένες του σημείου ( )0 0,x y στο οποίο πρέπει να

βρίσκεται η σφύρα ώστε όταν την αφήσει αυτή να διέλθει από το σημείο ( )8,9 .
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Δ2 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.2.2)
Μια ακτίνα φωτός εκπέμπεται από την εστία ενός παραβολικού κατόπτρου όπως στο σχήμα που ακολουθεί. Η ακτίνα ανακλάται σε καθρέπτη και κτυπά μια οθόνη που
βρίσκεται προς τα δεξιά της, σε ύψος h πάνω από τον οριζόντιο άξονα. Αν η απόσταση της εστίας από την κορυφή της παραβολής είναι 2 εκατοστά και η γωνία θ είναι 60ο, να
βρείτε το ύψος h .

Δ3 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.3.4)

Έστω σημείο ( )1 1,P x y μιας έλλειψης
22

2 2 1yx + = , με εστίες 1 2F , F . Αν , είναι οι γωνίες που δημιουργούν τα τμήματα 1 2,PF PF με την εφαπτομένη της έλλειψης στο

σημείο P , να αποδείξετε ότι =α β . Έτσι, οποιαδήποτε ακτίνα εκπέμπεται από τη μία εστία, ανακλάται και καταλήγει στην άλλη εστία.
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[Υπόδειξη: Ισχύει ότι αν δύο ευθείες (ε1), (ε2), τέμνονται κατά γωνία α, τότε 2 1

1 21
m m

m m
−=

+
, όπου 1 2,m m οι συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών (ε1), (ε2), αντίστοιχα.]

Δ4 (αντιστοιχεί στον στόχο 1.4.1):
Στο σύστημα ραδιοναυτιλίας LORAN (LOng RAnge Navigation), δύο ραδιοσταθμοί, που βρίσκονται στο σημεία Α, Β εκπέμπουν συγχρόνως σήματα προς ένα πλοίο, που
βρίσκεται πάνω στο σημείο Ρ. Ο υπολογιστής του πλοίου μετατρέπει τη διαφορά χρόνου στη λήψη των σημάτων, σε διαφορά απόστασης −PA PB , (η διαδικασία αυτή,
σύμφωνα με τον ορισμό της υπερβολής, τοποθετεί το πλοίο σε έναν από τους κλάδους της). Αν υποθέσουμε ότι η απόσταση των ραδιοσταθμών Α, Β είναι 400 μίλια (mi), το
πλοίο του διπλανού σχήματος έλαβε το σήμα από το Β, 1200 μικροδευτερόλεπτα πριν το σήμα από το Α. Με δεδομένο ότι τα ραδιοσήματα ταξιδεύουν με ταχύτητα 980 πόδια
(ft) το μικροδευτερόλεπτο, να βρείτε την εξίσωση της καμπύλης των πιθανών θέσεων του πλοίου.

(*) 1 mi = 5280 ft

Η ισχύς της παρούσης αρχίζει από το σχολικό έτος 2015-2016 .
Η απόφαση αυτή να δημοσιευθεί στην Εφημερίδα της Κυβερνήσεως.

Αθήνα, 19 Ιανουαρίου 2015
Ο ΥΠΟΥΡΓΟΣ

ΑΝΔΡΕΑΣ ΛΟΒΕΡΔΟΣ 
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ΕΘΝΙΚΟ ΤΥΠΟΓΡΑΦΕΙΟ
ΕΦΗΜΕΡΙΣ ΤΗΣ ΚΥΒΕΡΝΗΣΕΩΣ

      

Σε έντυπη μορφή:
• Για τα Φ.Ε.Κ. από 1 έως 16 σελίδες σε 1 € προσαυξανόμενη κατά 0,20 € για κάθε επιπλέον οκτασέλιδο ή μέρος αυτού.
• Για τα φωτοαντίγραφα Φ.Ε.Κ. σε 0,15 € ανά σελίδα.

Σε μορφή DVD/CD:

Τεύχος Ετήσια έκδοση Τριμηνιαία έκδοση Μηνιαία έκδοση Τεύχος Ετήσια έκδοση Τριμηνιαία έκδοση Μηνιαία έκδοση

Α΄ 150 € 40 € 15 € Α.Α.Π. 110 € 30 € -

Β΄ 300 € 80 € 30 € Ε.Β.Ι. 100 € − -

Γ΄ 50 € − − Α.Ε.Δ. 5 € − -

Υ.Ο.Δ.Δ. 50 € − − Δ.Δ.Σ. 200 € − 20 €

Δ΄ 110 € 30 € − Α.Ε.−Ε.Π.Ε. − − 100 €

•  Η τιμή πώλησης μεμονωμένων Φ.Ε.Κ. σε μορφή cd−rom από εκείνα που διατίθενται σε ψηφιακή μορφή και μέχρι 100 σελίδες, σε 5 € 
προσαυξανόμενη κατά 1 € ανά 50 σελίδες.

  . . .

Τεύχος Έντυπη μορφή

Α΄ 225 €

Β΄ 320 €

Γ΄ 65 €

Υ.Ο.Δ.Δ. 65 €

Τεύχος Έντυπη μορφή

Δ΄ 160 €

Α.Α.Π. 160 €

Ε.Β.Ι. 65 €

Α.Ε.Δ. 10 €

Τεύχος Έντυπη μορφή

Α.Ε.−Ε.Π.Ε. 2.250 €

Δ.Δ.Σ. 225 €

Α.Σ.Ε.Π. 70 €

Ο.Π.Κ. −

•   Το τεύχος Α.Σ.Ε.Π. (έντυπη μορφή) θα αποστέλλεται σε συνδρομητές ταχυδρομικά, με την επιβάρυνση των 70 €, ποσό το οποίο αφορά 
τα ταχυδρομικά έξοδα.

•   Η καταβολή γίνεται σε όλες τις Δημόσιες Οικονομικές Υπηρεσίες (Δ.Ο.Υ.). Το πρωτότυπο διπλότυπο (έγγραφο αριθμ. πρωτ. 9067/28.2.2005 
2η Υπηρεσία Επιτρόπου Ελεγκτικού Συνεδρίου) με φροντίδα των ενδιαφερομένων, πρέπει να αποστέλλεται ή να κατατίθεται 
στο Εθνικό Τυπογραφείο (Καποδιστρίου 34, Τ.Κ. 104 32 Αθήνα).

•  Σημειώνεται ότι φωτοαντίγραφα διπλοτύπων, ταχυδρομικές Επιταγές για την εξόφληση της συνδρομής, δεν γίνονται δεκτά 
και θα επιστρέφονται.

•  Οι οργανισμοί τοπικής αυτοδιοίκησης, τα νομικά πρόσωπα δημοσίου δικαίου, τα μέλη της Ένωσης Ιδιοκτητών Ημερησίου Τύπου 
Αθηνών και Επαρχίας, οι τηλεοπτικοί και ραδιοφωνικοί σταθμοί, η Ε.Σ.Η.Ε.Α, τα τριτοβάθμια συνδικαλιστικά όργανα και οι τρι−
τοβάθμιες επαγγελματικές ενώσεις δικαιούνται έκπτωσης πενήντα τοις εκατό (50%) επί της ετήσιας συνδρομής.

•  Το ποσό υπέρ ΤΑ.Π.Ε.Τ. (5% επί του ποσού συνδρομής), καταβάλλεται ολόκληρο (Κ.Α.Ε. 3512) και υπολογίζεται πριν την έκ−
πτωση.

•   Στην Ταχυδρομική συνδρομή του τεύχους Α.Σ.Ε.Π. δεν γίνεται έκπτωση.

Πληροφορίες  για δημοσιεύματα που καταχωρίζονται στα Φ.Ε.Κ. στο τηλ.: 210 5279000.
Φωτοαντίγραφα παλαιών Φ.Ε.Κ.: τηλ.: 210 8220885.

Τα φύλλα όλων των τευχών της Εφημερίδας της Κυβερνήσεως διατίθενται δωρεάν σε ηλεκτρονική μορφή 
από την ιστοσελίδα του Εθνικού Τυπογραφείου (www.et.gr)

ΟΙ ΥΠΗΡΕΣΙΕΣ ΕΞΥΠΗΡΕΤΗΣΗΣ ΠΟΛΙΤΩΝ ΛΕΙΤΟΥΡΓΟΥΝ ΚΑΘΗΜΕΡΙΝΑ ΑΠΟ 08:00 ΜΕΧΡΙ 13:30

Hλεκτρονική Διεύθυνση: http://www.et.gr − e−mail: webmaster.et@et.gr




