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ΤΝΟΛΟ ΕΛΙΔΩΝ: ΟΚΣΩ (8) 

 

Θέμα Α 

 

A1. Επειδή f (x) 0   για κάθε 0
x (α,x )  και η  f  είναι συνεχής στο 0

x , η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο 0
(α,x ] . 

 

Έτσι έχουμε: 

0
f(x) f(x ) ,  για κάθε  0

x (α,x ] .  (1) 

 

Επειδή f (x) 0   για κάθε 0
x (x ,β)  και η  f  είναι συνεχής στο 

0
x , η  f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο 
0

[x ,β). Έτσι έχουμε: 

0
f(x) f(x ) ,  για κάθε  0

x [x ,β) .    (2) 

 y
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 f (x0)
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 β a  x0  x
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Επομένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει: 

0
f(x) f(x ) ,  για κάθε  x (α,β) , 

που σημαίνει ότι το 0
f(x )  είναι μέγιστο της  f  στο (α,β)

  και άρα τοπικό 

μέγιστο αυτής. 

 

A2. Κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ, λέγονται: 

 τα  εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται και  

 τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η παράγωγός της f είναι 

ίση με το μηδέν. 

 

A3.   1. Λ 2.  3. Λ 4. Λ 5.  

 

Θέμα Β 

 

Β1. Είναι    
   

k
2

k 1
2

2 2 2

k x x 1 k f xx
f x k x x 1 1

x 1 x 1 x 1

    
         

     

και  
   

 
 

 
 2 2

2 2

2 2
2

kxf xx
kf x x 1 kf x k f x

x 1 x 1f x f x
x 1

x 1

      
    


  

το  πρώτο μέρος της ζητούμενης συνάρτησης γίνεται: 

       2 21 x f x x f x k f x         
 

 

   

2

2
2 2

2

kxf x
k f x

x 11 x x f x k f x
x 1

 
       


 

 
   

 2 2

2 2

kxf x k f x
k f x x k f x 0

x 1 x 1


      

 
. 

 

Β2.  Θεωρώ τη συνάρτηση   3f x x x 1, x 0     
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Η f είναι συνεχής και για x > 0:     
3

3 2

1 1 x x
f x f x

2x 3x2 x 3 x
      

     
 6 2 6

6 63 23 x 3 x 23 x 2 x 3 x 2 x
f x f x f x

6x 6x 6x

 
      

 

 
6

x 0
6 2 2

f x 0 x x
3 3

  
       

   

Άρα,  η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 

6
2

0,
3

  
  

   

   

και γνησίως αύξουσα στο 

6
2

,
3

  
  

   

.  

Επίσης, 

  f 0 1    

 

 

6 6 6 3 2

3
2 2 2 2 2 31

f 1 1 0
3 3 3 3 3 27

          
                                  

 και  

 

   3f 64 64 64 1 8 4 1 3 0        .  

 

 

H f είναι συνεχής στο   

6
2

, 64
3

  
  
   

  και   
6

2
f f 64 0

3

  
       

 . H f ικανοποιεί τις 

υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano, επομένως έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο 
6

2
,64

3

  
  
   

 

 

.  

Η f στο 

6
2

0,
3

  
  

   

 είναι γνησίως φθίνουσα και 

6
2 31

f 0
3 27

  
        

, άρα f(x) < 0 

για κάθε x

6
2

0,
3

  
  

   

, συνεπώς δεν έχει ρίζα στο 

6
2

0,
3

  
  

   

. Επειδή η f είναι 
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γνησίως αύξουσα στο  

6
2

,
3

  
  

   

 η f έχει μοναδική ρίζα στο  

6
2

,
3

  
  

     

. 

Σελικά η f έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα. 

 

Θέμα Γ 

Γ1.  Η h(x) είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγισίμων με 

   
 

2 x 2 x

2

f x
f xf (x)x f x xh(x) 3x 2016e h(x) 3x 2016e

xx

  
        (1)  για 

κάθε   x  0, . 

 

Η f είναι κυρτή στο  0,x     
επομένως η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

το 0,x    η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο   0,x .  

 

Από το Θ.Μ.Σ. υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ  0,x  με: 

 
   

 
 f x f 0 f x

f ξ f ξ
x 0 x


   


.  

Επειδή 0 < ξ <x  
 

   
 (2)f f x f x

f ξ f x f x 0
x x



        
1

 

Οπότε για την (1) έχουμε 
 

 
2 x

f x
f x

xh(x) 3x 2016e 0
x

 
     , συνεπώς η h 

είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 

Γ2.  Θεωρούμε τη συνάρτηση  
2

xx
f x 1 x e

2
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Η f είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγισίμων με: 

 
2 2

x xx x
f x 1 x e 1 x e

2 2

 

   
            

   

     
2 2

x x xx x
f x 1 x e 1 x e f x e 0

2 2

  
 

             
 

 για κάθε x  0 

 

και η f συνεχής στο 0. 

 

Επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

 

Επίσης,  
2

x

x x

x
lim f x lim 1 x e

2



 

 
      

 
     γιατί 

2 2

x x

x x
lim 1 x lim

2 2 

   
       

   
  και 

u x
x u

x u u
lim e lim e




  
      

 

ενώ    

2

2
x

xx x x D.L.H

x
1 x

x 2lim f x lim 1 x e lim
2 e






  

 
   

       
  
 
 

 

 

 

 

2

x xx x D.L.H x xx x

x
1 x

1 x2 1 x 1
lim lim lim lim 0

e e
e e





   

                                
   

 

 

 

Επομένως η f έχει σύνολο τιμών  0,  και είναι γνησίως μονότονη άρα 

1-1, άρα θα υπάρχει μοναδικό xo  0, με  f(xο) = a. 

 

Οπότε η εξίσωση f(x) = a με  α  0,   θα  έχει  μια  ακριβώς   λύση  

xo  0, . 

 

 

 



ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΝΕΑ ΠΑΙΔΕΙΑ 

 

Αρχή σελίδας6 
 
 

 

 

Σέλος σελίδας6 
 
 

Θέμα Δ 

 

Δ1.  

 

α) Ι
π π π 2

ν ν 2 2 ν 24 4 4
v 20 0 0

ημ x
εφ x dx εφ x εφ x dx εφ x dx

συν x

         

π π π2
ν 2 ν 2 ν 24 4 4

2 20 0 0

1 συν x 1
εφ x dx εφ x dx εφ x dx

συν x συν x

  
         

  Ι Ι

π
π v 1 4

ν 24
ν 2 ν 20

0

εφ x
εφ x εφx dx

v 1




 

       
 

  

Ι Ι

v 1
v 1

ν 2 ν 2

π
εφ

εφ 0 14
v 1 v 1 v 1




 
     

  
Ι Ι

ν ν 2

1

ν 1
 


 

 

 

β)  
 

Ι
π π π π

44 4 4
1 00 0 0

συνxημx
εφx dx dx dx n συνx

συνx συνx



            

π 2 n2
nσυν n συν0 n n1

4 2 2


   

  
          

   
 

 

 

Από το (α) ερώτημα για ν = 3   έχουμε : 

 

Ι Ι Ι Ι Ι
3 1 3 1 3

1 1 1 n2 1 n2

2 2 2 2 2

  
         

 
 

 

 

γ) Η εφx είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο 
π

0,
4

 
 
 

  επομένως για: 

0 <x<
π

4


π
εφ0 εφx εφ 0 εφx 1

4
      

Επομένως :   
εφx

2εφx 1 εφ x εφx


    

και τελικά   

νεφ x
2 ν 2 νεφ x 1 εφ x εφ x
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Ομοίως δείχνω ότι ν ν 2εφ x εφ x .  

 

Σελικά έχω:
π π π

ν 2 ν ν 2 ν 2 ν ν 24 4 4

0 0 0
εφ x εφ x εφ x εφ xdx εφ xdx εφ xdx            

 

Ι Ι Ι
ν 2 ν ν 2 

   (1) 

 

Από το (α) ερώτημα  :  Ι Ι
ν ν 2

1

ν 1
 


 (2) 

και  θέτοντας οπού ν το ν+2:  Ι Ι
ν 2 ν

1

ν 1
 


 (3) 

 

από την (1) λόγω της (2) έχω : 
Ι

Ι Ι Ι Ι Ι Ι
ν

ν ν 2 ν ν 2 ν ν

1
2 2

ν 1



 
     


. 

από την (1) λόγω της (3) έχω : 
Ι

Ι Ι Ι Ι Ι Ι
ν

ν 2 ν ν 2 ν ν ν

1
2 2

ν 1



 
     


. 

υνεπώς: 
   

Ι Ι
ν ν

1 1 1 1
2

ν 1 ν 1 2 ν 1 2 ν 1
    

   
 

 

Δ2.  Θέτουμε  
1

0
a f x dx  . 

 

Η δεδομένη σχέση γίνεται        xf x ax 2f x xf x 2f x ax      

   
     2

2 2

4 2 2

x f x 2xf x f xa a
x f x 2xf x ax

xx x x

     
                

 

Άρα  
 
2

f x a
c

xx
   .

  

Για  x = 1   έχω  c = 5 + a.  

Επομένως     2f x ax 5 a x    . 
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υνεπώς      
1 1

2

0 0
a f x dx a ax 5 a x dx        . 

   
1

2 3

0

x x a 1 10
a a 5 a a 5 a a

2 3 2 3 7

 
            

 
.
  

 

υνεπώς  
1

0

10
f x dx

7
   και    245 10

f x x x
7 7

  . 
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