
 
ΑΓ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 11  --   ΠΕΙΡΑΙΑΣ  --   18532  --   ΤΗΛ. 210-4224752, 4223687  

 

 

ΠΡΟΣΘΕΤΗ ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΓΙΑ ΤΟ ΘΕΜΑ Δ 

Τα θέματα Δ3 και Δ4 ειναι αυξημένης δυσκολίας και απαιτούν από τους 

εξεταζόμενους  για την επίλυσή τους  ιδιαίτερη ικανότητα και προσπάθεια. 

Κρίνονται  δυσκολότερα  από τα αντίστοιχα  του 2014.  

 

AΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.Σελ. 194 Σχολικού βιβλίου. 

Α2. Σελ.188 Σχολικού βιβλίου. 

Α3.Σελ 259 Σχολικού βιβλίου. 

Α4.  

α)Λ    β)Σ    γ)Λ   δ)Σ   ε)Σ 

ΘΕΜΑ Β 
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Άρα είναι κύκλος με Κ(0,0) και R=2 
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𝑊 ∊ 𝑅
|𝑤| ≤ 4

} ⇒ 

0 < |𝑧1 − 𝑧2| ≤ 4 ⟺ 

0 < (𝑧1 − 𝑧2) ∙ (𝑧1̅ − 𝑧2̅) ≤ 16 ⟺ 

0 < |𝑧1|
2-𝑧1 ∙ 𝑧2̅ − 𝑧2 𝑧1̅+ |𝑧2|

2 ≤ 16 ⟺ 

0 < 8 − (𝑧1 ∙ 𝑧2̅ + 𝑧2 ∙ 𝑧1̅) ≤ 16 ⟺ 

0 ≤ 8 − 2𝑅𝑒(𝑧1 ∙ 𝑧2̅) ≤ 16 ⟺ 

−8 ≤ −2𝑅𝑒(𝑧1 ∙ 𝑧2̅) ≤ 16 ⟺ 

−8 ≤ −2𝑤 ≤ 8 ⟺ 

−4 ≤ 𝑤 ≤ 4 
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ΘΕΜΑ Γ 
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Αφού 

2
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1x x



 

H ( ) 0f x   στο ( , )   και  f συνεχής στο R. 

Άρα η f   στο R. 

' '

2
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e
f x    και η f είναι γνησίως αύξουσα στο   και το 

3
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e
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3

( )
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e
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Θεωρούμε ( ) ( )
x

a

h x f t dt   και εφαρμόζω θεώρημα Μέσης Τιμής στο [2x,4x] για την g 

(με x>0)  

h συνεχής στο [2x,4x] γιατί η f είναι συνεχής και η ( )
x

a

f t dt  είναι παραγωγίσιμη άρα και 

συνεχής  

h παραγωγίσιμη στο (2x,4x) 

4 2 4

2

4

40
2

2

(2 ,4 ) :

( ) ( ) ( )

h ( ) h ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) h (x) ( ) 0

( )

4 ( ) (4 ) (4 ) ( ) 2 (4 )
2

x x x

a a x

x

a

x

xh x
x

x

x x

f t dt f t dt f t dt

x x

h x f t dt h x f x f x

f t dt

x h h x f x f t dt xf x
x



 

 
 

 



   

       

       

  






 

 

 

Γ4. 

Για χ>0 η g είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναντήσεων άρα συνεχής : 

𝑔′(𝑥) =
(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡))′ ∙ 𝑥 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡) ∙ 1

4𝑥

2𝑥

4𝑥

2𝑥

𝑥2
= 

=
(4𝑓(4𝑥)−2𝑓(2𝑥))𝑥−∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡)

4𝑥
2𝑥

𝑥2
 =

4𝑥𝑓(4𝑥)−2𝑥𝑓(2𝑥)−∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡)
4𝑥
2𝑥

𝑥2
 

Από Γ3 έχω ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡)
4𝑥

2𝑥
< 2𝑥𝑓(4𝑥) ⟺ 

−∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡) + 2𝑥𝑓(4𝑥) > 0 (1)
4𝑥

2𝑥
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 Για x>0: 

2x<4x ⇒f(2x)<f(4x)⇒ 2xf(2x)<2xf(4x) (2) (f αύξουσα, 2x>0) 

Άρα από τα (1), (2)  έχω ότι g’(x)>0 για χ>0 

 𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡)
4𝑥

2𝑥

𝑥
=  𝑥→0+

𝑙𝑖𝑚 4𝑓(4𝑥) − 2𝑓(2𝑥)

1
= 4𝑓(0) − 2𝑓(0) = 2𝑓(0) = 2

𝑒0

02 + 1
= 2

= 𝑔(0) 

Άρα g συνεχής στο χ0=0 άρα g γνησίως αύξουσα στο [0,+∞) 

Θέμα Δ 

Δ1. 

f’(x)(ef(x)+e-f(x))=2    / f(0)=0 

f’(x)ef(x)= ― f’(x)e-f(x)+2 

ef(x) =  e-f(x)+2x+𝐶1
′       𝐶1

′ = 0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

ef(x) = 
1

𝑒𝑓(𝑥) + 2𝑥 ⟺ 𝑒2𝑓(𝑥) − 2𝑥𝑒𝑓(𝑥) + 𝑥2 = 𝑥2 + 1 

(𝑒𝑓(𝑥) − 𝑥)2 = 𝑥2 + 1 ⟺ |𝑒𝑓(𝑥) − 𝑥| = √𝑥2 + 1   (1) 

𝑒𝑓(𝑥) − 𝑥 ≠ 0      (√𝑥2 + 1  ≠ 0) 𝜅𝛼𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍  

𝑒𝑓(0) − 0 = 1 > 0 ά𝜌𝛼 𝑒𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥  

(1) ⇒ 𝑒𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 + 𝑥 ⟺ 𝑓(𝑥) = ln (√𝑥2 + 1 + 𝑥) 

Δ2. 

α) f’(x)=
1+

2𝑥

2√𝑥2+1

𝑥+√𝑥2+1
=

√𝑥2+1+𝑥

√𝑥2+1 (𝑥+ √𝑥2+1)
=

1

√𝑥2+1
> 0 𝑓 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 

f’’(x)=
−

𝑥

√𝑥2+1

𝑥2+1
=

−𝑥

(𝑥2+1)√𝑥2+1
  

κυρτή (-∞, 0] 
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κοίλη [0, +∞) 

Σημείο καμπής (0, f(0))→(0,0) 

β)  

 Η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο (0,0) είναι  

y-f(0)=f’(0)(x-0) ⇒ y=x 

 H f  κοίλη στο [0,1] άρα f(x)≤x, x∊[0,1] 

 𝐸 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑥|𝑑𝑥 = ∫ (𝑥 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥 = ∫ (𝑥 − ln(𝑥 + √𝑥2 + 1))𝑑𝑥 =
1

0

1

0

1

0

∫ 𝑥𝑑𝑥 − ∫ (𝑥)′ ∙ ln(𝑥 + √𝑥2 + 1)𝑑𝑥
1

0

1

0
  

= [
𝑥2

2
]
0

1

− [𝑥𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1]
0

1
+ ∫

𝑥

√𝑥2+1

1

0
dx 

=
1

2
− (𝑙𝑛2) + [√𝑥2 + 1]

0

1
=

1

2
―ln√2+√2-1=√2 −

1

2
− ln√2 

Δ3. 

 Χ>0 f γνησίως αύξουσα f(x)>f(0) ⇒f(x)>0 

 h(x)=
𝑒∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥
0 −1

𝑥
 ,   h’(x)= 𝑒∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥
0 ∙ 𝑓2(𝑥) 

 𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚 𝑒∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥
0 − 1

𝑥
= ℎ′(0) = 0 

  𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚 xln(f(x)) =  𝑥→0+

𝑙𝑖𝑚 𝑙𝑛𝑓𝑥)
1

𝑥

=  𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)

−
1

𝑥2

=  𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚 −𝑥2

𝑓(𝑥)
∙ 𝑓′(𝑥) =∗ 0 

∗   𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚 −𝑥2

𝑓(𝑥)
=  𝑥→0+

𝑙𝑖𝑚 −2𝑥

𝑓′(𝑥)
= 0 

ά𝜌𝛼 (  𝑥→0+
𝑙𝑖𝑚 𝑒∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥
0 − 1

𝑥
∙ 𝑥𝑙𝑛𝑓(𝑥) ) = 0 

Δ4. 

h(x)=(x-2)(1-3∫ 𝑓(𝑡2)𝑑𝑡 + (𝑥 − 3)(8 − 3∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥−2

0
 

Η h είναι στο [2,3] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων… 

h(2)= 3 ∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 − 8 < 0
2

0
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h(3)= 1 − 3∫ 𝑓(𝑡2)𝑑𝑡 > 0
1

0
 

Στο [2,3] έχουμε ‘ότι: f κοίλη στο [2,3] άρα 

f(x)<x⇒f2(x)<x2⇒∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 <
2

0
∫ 𝑥2𝑑𝑥

2

0
=[

𝑥3

3
]
0

2

=
8

3
 

Άρα ∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 <
2

0

8

3
 ⟺ 3∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 − 8 < 0

2

0
 

Ακόμα f(x2)<x2 ⇒∫ 𝑓(𝑥2)𝑑𝑥 <
1

0
∫ 𝑥2𝑑𝑥 ⟺

1

0
 

∫ 𝑓(𝑥2)𝑑𝑥 <
1

0

[
𝑥3

3
]
0

1

=
1

3
 

Άρα -3∙∫ 𝑓(𝑥2)𝑑𝑥 + 1 > 0
1

0
 

Άρα h(2)∙h(3)<0 

Από θεώρημα Boltzano υπάρχει τουλάχιστον μια ρίζα στο (2,3) της h(x)=0 
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