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ΘΕΩΡΙΑ:  ΟΙ ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΕΡΕΣ ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (1) 

 

Αν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α=90
0 
και ΑΔ το ύψος προς την υποτείνουσα  
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ισχύουν: 

1. ΑΒ
2
 = ΒΓ ΒΔ,   ΑΓ

2
 = ΒΓ ΓΔ  

2

2
2.

 


 
 

3.  ΑΔ
2
 = ΒΔ ΓΔ    4. ΒΓ

2 
= ΑΒ

2 
+ ΑΓ

2
 

 

Απόδειξη 

 

1. Είναι 
 

    διότι ˆ ˆ ˆ ˆ90 , ( ή)        

    

 Άρα 







 2
 

Ομοίως 
 

   άρα  2
 

 

2. Είναι   



























2

2

2

2

2

2ΑΒ
 

 

3. Είναι 
 

   , ˆ ˆ 90    

ˆ ˆ   (=90-Β ή γωνίες με πλευρές κάθετες) 

 

Άρα 







 2
 

4. Είναι    

2

2 2

2

2

ΑΒ

( )

 
     

  

         

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (2) ( Αντίστροφο του Π.Θ.) 

Αν σε τρίγωνο ισχύει ΑΒ
2
+ΑΓ

2
=ΒΓ

2
 τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με Α=90

0
 

 

Απόδειξη 
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Θεωρούμε ορθή γωνία χΟψ και στις πλευρές της Οχ και Οψ παίρνουμε αντίστοιχα 

τμήματα 

ΟΔ=ΑΒ (1) και ΟΕ=ΑΓ.(2) 

Το ΟΔΕ είναι ορθογώνιο άρα απο Π.Θ. έχουμε   

ΔΕ
2
= ΟΔ

2
+ΟΕ

2
 =  

   =ΑΒ
2
+ΑΓ

2
= (από (1) ΚΑΙ (2)) 

   = ΒΓ
2
  (από υπόθεση) 

 

Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΟΕ είναι ίσα (γιατί ΑΒ = ΟΔ, ΑΓ = ΟΕ ΚΑΙ ΒΓ = ΔΕ) 

άρα και Α = Ο = 90
0
. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  (3) (Γενίκευση Π.Θ – οξείας γωνίας) 

 

Το τετράγωνο μιας πλευράς που βρίσκεται απέναντι από οξεία γωνία ενός τριγώνου, είναι 

ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών ελαττωμένο κατά το 

διπλάσιο γινόμενο της μιάς επί την προβολή της άλλης πάνω σ’ αυτή . 

 

Απόδειξη 

 
Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΓ και ΔΒΑ  με εφαρμογή Π.Θ. έχουμε 

     α
2
 = ΔΒ

2
+ΔΓ

2
 (1)                 ΔΒ

2
 = γ

2
 – ΑΔ

2 
 (2) 

 αν Γ< 1 
L
  ΔΓ = β – ΑΔ 

 αν Γ > 1 
L
  ΔΓ = ΑΔ- β 

 

και στις δύο περιπτώσεις ΔΓ
2
 = β

2
 +ΑΔ

2
- 2βΑΔ (3) 

Από (1),(2) και (3) έχουμε  

 

 α
2
 = γ

2 
– ΑΔ

2
 +β

2
 +ΑΔ

2
- 2β ΑΔ = β

2
+γ

2
-2βΑΔ 

 

 αν Γ=1
L 

 το Δ συμπίπτει με το Γ δηλαδή ΑΔ=β και β
2
+γ

2
-2βΑΔ=γ

2
-β

2
=α

2
. 

 

 

(3) 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι ισοδυναμίες: 

1.  
2 2 2 Lˆ 1       

2.  
L1ˆ222    
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Απόδειξη 

 

1. Έστω Α >1
L
 τότε από τη Γενίκευση του Π.Θ. έχουμε α

2 
= β

2 
+ γ

2 
+ 2βΑΔ > β

2 
+ γ

2
 

αντιστρόφως  έστω α
2 
> β

2 
+ γ

2
 τότε θα είναι Α>1

L
 γιατί αν Α 1

L
 θα είναι α

2   β
2
+γ

2
 

που είναι άτοπο. 

 

2. ομοίως. 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  (5) (Διαμέσων) 

 

1. Το άθροισμα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου είναι ίσο με το 

διπλάσιο του τετραγώνου της διαμέσου που περιέχεται ανάμεσα στις δύο 

αυτές πλευρές αυξημένο κατά το μισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς. 

2. Η διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου είναι ίση με το 

διπλάσιο γινόμενο της τρίτης πλευράς επί την προβολή της διαμέσου πάνω σ’ 

αυτήν. 

 

Απόδειξη 

 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΜ=μα και ΑΔ = υα 

Αν ΑΓ>ΑΒ το Δ βρίσκεται μεταξύ των Β και Μ και ΑΜΓ>1
L
 ενώ ΑΜΒ<1

L
  

 

Στο 


  από Θεώρημα αμβλείας γωνίας έχουμε: 

 ΑΓ
2
 = ΑΜ

2
 + ΜΓ

2
 + 2 ΜΓ ΜΔ  (1) 

Στο 


  από Θεώρημα οξείας γωνίας έχουμε: ΑΒ
2
 = ΑΜ

2
+ ΜΒ

2
 – 2 ΜΒ ΜΔ (2) 

 

(1)+(2)  ΑΓ
2
+ΑΒ

2
 = 2ΑΜ

2
 + 2ΜΒ

2
 + 2ΜΓ ΜΔ – 2ΜΒ ΜΔ

( )

  

=2ΑΜ
2
 + 2ΜΒ

2
 + 2ΜΒ ΜΔ – 2ΜΒ ΜΔ

( /2)

  2 ΑΜ
2
+ 2(

2


)

2
 = 2 ΑΜ

2
 + 2 

4

2
= 

 2 ΑΜ
2
 + 

2

2
   β

2
+γ

2
 = 2 μα

2
 + 

2

2
 

(1)-(2)   ΑΓ
2
 – ΑΒ

2
 = 4 ΜΒ ΜΔ = 4 

2


 ΜΔ = 2 ΒΓ ΜΔ = 2 α ΜΔ.  β

2
-γ

2
=2α ΜΔ 
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ΘΕΩΡΗΜΑ  (6)  (τέμνουσες κύκλου) 

 

Αν δύο χορδές ΑΒ, ΓΔ ή οι προεκτάσεις τους τέμνονται σε ένα σημείο Ρ τότε ισχύει ΡΑ 

ΡΒ = ΡΓ ΡΔ 

 

Απόδειξη 

 
  σχήμα 1                      σχήμα 2 

 

είναι 
 

    γιατί 

 
ˆ ˆ

ˆ ˆ

   

  
  

ˆ ˆ

ˆ ˆ

   

  
  

επομένως ισχύει ότι: 








 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (7)  

 

Αν από ένα εξωτερικό σημείο Ρ του κύκλου (Ο,R) φέρουμε το εφαπτόμενο τμήμα ΡΕ και 

μια τέμνουσα ΑΒ τότε ισχύει  ΡΕ
2 
= ΡΑ ΡΒ  

 

Απόδειξη 

 

στο σχήμα 1 γιατί το ΑΒΔΓ είναι εγγράψιμο και κάθε 

εξωτερική του γωνία είναι ίση με την απέναντι εσωτερική. 

στο σχήμα 2 γιατί είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο 

τόξο. 
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Φέρνουμε την ευθεία ΡΟ που τέμνει τον κύκλο στα Γ και Δ. Αν ΡΟ = δ τότε 

ισχύει  ΡΑ ΡΒ = ΡΓ ΡΔ = ( δ – R) (δ+R) = δ
2
 – R

2
  (1) 

 

από το ορθογώνιο τρίγωνο ΡΕΟ από το Π.Θ. έχουμε ΡΕ
2
 = ΡΟ

2
 – ΟΕ

2
 = δ

2
 – R

2
  (2) 

 

από  (1) και (2)  ΡΕ
2
= ΡΑ ΡΒ 
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ΘΕΩΡΗΜΑ (8)  

 

Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου ισούται με το γινόμενο των πλευρών του 

 

Απόδειξη 

 

Έστω ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ=α και ΑΔ=β. 

Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΔ κατά τμήμα ΔΕ=α την ΑΒ 

κατά ΒΙ=β και σχηματίζουμε το τετράγωνο ΑΙΗΕ με πλευρά 

α+β. 

Είναι (ΑΙΗΕ)=(α+β)
2 

 (1) 

 

Τα ΔΓΖΕ και ΒΙΘΓ είναι τεράγωνα και το ορθογώνιο ΓΘΗΖ 

είναι ίσο με το ΑΒΓΔ άρα 

(ΔΓΖΕ)=α
2
 ,    (ΒΙΘΓ)=β

2
, (ΓΘΗΖ )= (ΑΒΓΔ) (2) 

Και (ΑΙΗΕ)=(ΑΒΓΔ)+(ΓΘΙΗΖ)+(ΒΙΘΓ)+(ΔΓΖΕ) 

από (1) και (2) έχουμε: (α+β)
2
= 2(ΑΒΓΔ)+α

2
+β

2
α

2
+β

2
+2αβ=2(ΑΒΓΔ)+α

2
+β

2

(ΑΒΓΔ)=αβ. 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (9) 

 
Το εμβαδό ενός παραλληλογράμμου ισούται με το 

γινόμενο της μιας πλευράς επί το ύψος που 

αντιστοιχεί στην πλευρά αυτή  

 

Απόδειξη 

 

Έστω παραλληλόγραμο ΑΒΓΔ και ΑΖ το ύψος προς 

την πλευρά ΒΓ. Από το Δ φέρνουμε ΔΗ κάθετη στην 

ΒΓ. Τότε τα τρίγωνα ΖΒΑ και ΗΓΔ είναι ίσα (Ζ = Η = 90
ο
, ΖΒ = ΔΓ και Β1 = Γ1 εντός 

εκτός και επί τα αυτά) 

οπότε (ΖΒΑ) = (ΗΓΔ) (1) 

Είναι (ΑΒΓΔ) = (ΑΖΓΔ) - (ΖΒΑ)

)1(

 (ΑΖΓΔ) - (ΔΓΗ) = (ΑΖΗΔ) = ΑΔ ΑΖ = ΒΓ ΑΖ. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ (10) 

 
Το εμβαδό ενός τριγώνου είναι ίσο με το ημιγινόμενο 

μιας πλευράς επί το αντίστοιχο ύψος. 

 

Απόδειξη 

 

Με πλευρές ΑΒ και ΒΓ σχηματίζουμε το παρ/μο ΑΒΓΔ. 

Είναι (ΑΒΓΔ) = α υα (1) 

Όμως τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΔ είναι ίσα (ΑΒ = ΓΔ, ΒΓ = ΑΔ και ΑΓ κοινή) οπότε (ΑΒΓ) 

= (ΑΓΔ) (2) 

Είναι (ΑΒΓΔ)=(ΑΒΓ)+(ΑΓΔ)
(1)(2)

  α υα =2(ΑΒΓ) (ΑΒΓ)=
2

1
 α υα  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (11) 

 
Το εμβαδό τραπεζίου ισούται με το γινόμενο του ημιαθροίσματος των βάσεων επί το ύψος 

του. 

 

Απόδειξη 

 

Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ(ΒΓ//ΑΔ) με βάσεις ΒΓ= Β και ΑΔ = β και ύψος υ. 

Φέρνουμε τη διαγώνιο ΑΓ τότε (ΑΒΓΔ)=(ΑΒΓ)+(ΑΓΔ)= 
2

1
Βυ+

2

1
βυ=

(Β β)υ

2


 γιατί τα 

δύο τρίγωνα έχουν το ίδιο ύψος υ. 

 

Άλλοι τύποι για εμβαδό τριγώνου (12) 

Ε= ( ) ( ) ( )        
2





  

 

Απόδειξη 

 

Γνωρίζουμε ότι  υα=
2

τ(τ α)(τ β)(τ γ)
α

    

Αρα  Ε=
2

1
 α υα =

2

1
 α 

2
τ(τ α)(τ β)(τ γ)

α
   = τ(τ α)(τ β)(τ γ)    

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (12) 

 

Ε = τ ρ     όπου ρ η ακτίνα του εγγεγραμμένου 

κύκλου του τριγώνου. 

 

Απόδειξη Ζ 

Ε 
Α 

 

Β Γ 

Ι 
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ο εγγεγραμμένος κύκλος του (Ι,ρ). Φέρνουμε τα τμήματα ΙΑ,ΙΒ 

και ΙΓ . Τα τρίγωνα ΙΒΓ, ΙΓΑ και ΙΑΒ ΄σχουν το ίδιο 

ύψος ρ, οπότε έχουμε: 

 

Ε= (ΑΒΓ)=(ΙΒΓ)+(ΙΓΑ)+(ΙΑΒ)= 

 

1 1 1 1
( )

2 2 2 2

1
2

2

        

   

 

 

 

1
Ε βγημΑ

2
  

 

 

Απόδειξη 

 

Αν Α<1L τότε από το ορθογώνιο ΔΒΑ προκύπτει ότι 
β

υ γ ημΑ   

Αν Α>1L τότε από το ορθογώνιο ΔΒΑ προκύπτει ότι 

β εξ
υ γ ημΑ γ ημ(180 Α) γ ημΑ        

Έτσι και στις δύο περιπτώσεις: 
β

1 1
Ε β υ βγ ημΑ

2 2
     

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (13) 

 
Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις τότε ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των 

αντίστοιχων υψών,ενώ αν έχουν ίσα ύψη, τότε ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το 

λόγο των αντίστοιχων βάσεων. 

 

Απόδειξη 

Είναι 
α

α

α
α

1
α υ

α υΕ 2
1Ε α υ

α υ
2




 
   

 (1) 

 Αν α=α
/
  (1) α

α

υΕ

Ε υ
 

 
 

 Αν υα=υα
/
 (1)

Ε α

Ε α
 

 
 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (14) 

 
Αν δύο τρίγωνα είναι όμοια τότε ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το τετράγωνο του 

λόγου ομοιότητας 

 

Γ Β 

Α 
Δ 

Α 

Β 

Γ 
Δ 
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Απόδειξη 

 

Έστω δύο όμοια τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’με Α=Α’ και Β=Β’ τότε α

α

υα
λ

α υ
 



 

όπου λ ο 

λόγος ομοιότητας. Τότε 
 

 
2

'

1

2
1' ' '

'
2






     

  
 

 

 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ (15) 

 
Αν μια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωματική με μια γωνία ενός άλλου 

τριγώνου, τότε ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των 

γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. 

 

Απόδειξη 

 
Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ με Α=Α’ ή Α+Α’ =180

0
. Τότε και στις δύο 

περιπτώσεις είναι ημΑ= ημΑ’ οπότε έχουμε: 

1
βγ ημΑ

Ε βγ2
1Ε β γ

β γ ημΑ
2



 
  

  

. 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11 

 

Γωνία κανονικού πολυγώνου 
ο

ο

ν

360
φ 180

ν
   

Έστω Α1 Α2.....Αν  ένα κανονικό ν-γωνο με Α1=Α2=...=Αν=φν 

Το άθροισμα των γωνιών κάθε ν-γώνου έιναι (ν-2)180
0
, άρα νφν= (ν-2) 180

0
 = ν180

0
 – 360

0
 

άρα 
ο

ο

ν

360
φ 180

ν
   

Ομοιότητα κανονικών πολυγώνων 

 

Ας θεωρήσουμε δύο κανονικά ν-γωνα ΑΒΓ...Τ και Α’Β’Γ’...Τ’ με τον ίδιο αριθμό πλευρών 

οπότε η γωνία του καθενός είναι 
ο

ο

ν

360
φ 180

ν
   δηλαδή Α=Α’ Β=Β’,...,Τ=Τ’ 

Επίσης ΑΒ=ΒΓ=...=ΤΑ και  Α’Β’=Β’Γ’=...=Τ’Α’  

άρα 
ΑΒ ΒΓ ΤΑ

...
Α' Β' Β' Γ ' Τ 'Α'

    

οπότε τα πολύγωνα είναι όμοια γιατί έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες 

γωνίες τους ίσες μια προς μία. 
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Εγγραφή τετραγώνου σε κύκλο και στοιχεία του. 

 

Έστω κύκλος (Ο,R) Αν φέρουμε δύο κάθετες διαμέτρους ΑΓ και 

ΒΔ, θα είναι: ΑΟΒ = ΒΟΓ = ΔΟΑ = 90
Ο
 οπότε  

AB BΓ ΓΔ ΔΑ    και επομένως το ΑΒΓΔ είναι 

τετράγωνο. 

Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ από το Π.Θ. 

έχουμε 
2 2 2 2

4
λ ΑΒ ΟΑ ΟΒ     

2 2 2

4
R R 2R λ R 2     

επίσης 
 

2

2 2

2 2 2 24

4 4 4

R 2λ R R 2
α R α R α

4 4 2 2
         

 

Εγγραφή κανονικού εξαγώνου σε κύκλο και στοιχεία του 

 

Έστω κύκλος (Ο,R) και ΑΒ η πλευρά του κανονικού εξαγώνου 

που θέλουμε να εγγράψουμε στον (Ο,R). 

Τότε ΑΟΒ = ω6 = 60
ο
 και ΑΟ = ΒΟ = R το τρίγωνο ΟΑΒ είναι 

ισόπλευρο δηλαδή ΑΒ = ΟΑ = R δηλ  R6  

Για την εγγραφή λοιπόν παίρνουμε πάνω στον κύκλο έξι διαδοχικά 

τόξα AB BΓ ΓΔ ΔΕ ΕΖ ΖΑ      με αντίστοιχη χορδή 

ίση με την ακτίνα . 
2 2 2

2 2 2 26

6 6 6

λ R 3R R 3
α R α R α

4 4 4 2
         

 

Εγγραφή ισόπλευρου τριγώνου σε κύκλο και στοιχεία του. 

 

Αν τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ διαιρούν τον κύκλο σε 

έξι ίσα τόξα 60
ο
 το καθένα (με αντίστοιχες χορδές =R) 

τότε τα σημεία Α,Γ,Ε είναι κορυφές ισοπλεύρου 

τριγώνου, αφού ΑΓ = ΓΕ = ΕΑ = 120
ο
 

 

Επειδή A  =180
ο
, η ΑΔ είναι διάμετρος και επομένως 

το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ορθογώνιο, οπότε 

 
2 2 2 2 2 2 2

3 3
λ ΑΓ ΑΔ ΔΓ (2R) R 3R λ R 3         

2 2 2

2 2 2 23

3 3 3

λ (R 3) R R
α R α R α

4 4 4 2
         

O 

B 

A 

Γ 
Δ 

Η 

O 

A B 

Α 

Β 

Γ 

Δ 

Ε 

Ζ 


