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34. Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ  ˆ ˆ οΑ = Δ = 90  με ˆ οΒ = 60 . Αν είναι ΒΓ = ΔΓ = 8
να βρεθεί το μήκος της διαμέσου του τραπεζίου.

Λύση:
Φέρνουμε το ύψος ΓΕ του τραπεζίου. Στο ορθογώνιο τρίγω-

νο ΓΕΒ είναι ο ο ο ο
1

ˆ ˆΓ 90 Β 90 60 30     .

Άρα 
ΒΓ 8ΕΒ 4
2 2

  

Είναι ΑΒ ΑΕ ΕΒ ΔΓ ΕΒ 8 4 12      
Τότε, αν Κ, Λ μέσα των μη παραλλήλων πλευρών θα είναι:

ΑΒ ΔΓ 12 8 20ΚΛ 10
2 2 2
 

   

35. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 2ΒΓ = x + 4x, x > 0 . Αν Κ, Λ μέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχαα
και ΚΛ = x + 4 να βρεθεί το x.

Λύση:

Αφού Κ, Λ μέσα των ΑΒ, ΑΓ τότε 
ΒΓKΛ //
2

 . Άρα

 
2

2x 4xx 4 2 x 4 x 4x
2


      

2 2x 4x 2x 8 0 x 2x 8 0        
Επομένως x = 2 η x = –4 απορρίπτεται.

Κεφάλαιο 6

36. Αν η διχοτόμος της γωνίας Α̂ , τριγώνου ΑΒΓ, τέμνει τον περιγεγραμμένο του κύκλο

στο Μ και η διχοτόμος της γωνίας Β̂  τέμνει την ΑΜ στο Δ, να δείξετε ότι το τρίγωνο
ΜΒΔ είναι ισοσκελές.

Λύση:

Επειδή η ΑΜ είναι διχοτόμος της Α̂ ,  θα ισχύει:

1 2
Α̂ˆ ˆΑ Α
2

  . Επίσης και 1 2
Β̂ˆ ˆΒ Β
2

  , αφού η ΒΔ είναι

διχοτόμος της Β̂ . Στο ˆΒΔΜ  έχουμε:
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• ˆ ˆΜ Γ  ως εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο τόξο AB .

• 2
ˆˆΜΒΓ Α  ως εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο τόξο ΜΓ .

Οπότε: 
ο

ο
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΒ Α Α Β 180 Γ Γˆˆ ˆ ˆ ˆΔΒΜ Β ΜΒΓ Β Α 90
2 2 2 2 2

 
         

• ο ο ο ο ο ο
ˆ ˆ ˆΓ Γ Γˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒΔΜ 180 ΔΒΜ Μ 180 90 Γ 180 90 Γ 90
2 2 2

 
             

 

Άρα ο Γ̂ˆˆΔΒΜ ΒΔΜ 90
2

   , οπότε το Μ ΒΔ


 είναι ισοσκελές με κορυφή το Μ.

37. Από σημείο Μ εκτός κύκλου (Ο, R) φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ και ΜΒ
στον κύκλο. Προεκτείνουμε την ΑΜ και στην προέκταση παίρνουμε τμήμα ΜΓ =
ΜΑ. Αν Δ είναι το αντιδιαμετρικό σημείο του Α, να δείξετε ότι τα σημεία Δ, Β, Γ
είναι συνευθειακά.

Λύση:
Ισχύει: ΜΑ = ΜΒ   (1) ως εφαπτομένα τμήματα προς
κύκλο από σημείο αυτού.

Επίσης η ΟΜ διχοτομεί τις γωνίες ˆΑΜΒ  και ˆΑΟΒ ,

οπότε: 1 2
ˆ ˆΟ Ο  και 1 2

ˆ ˆΜ Μ .

Όμως 
(1)

ΜΓ ΜΑ ΜΓ ΜΒ   . Άρα το τρίγωνο ΜΒΓ είναι ισοσκελές, οπότε 1
ˆ ˆΒ Γ  ως

προσκείμενες γωνίες στην βάση του ΒΓ. Η ˆΑΜΒ  είναι εξωτερική γωνία του Μ ΒΓ


, οπό-
τε:

1 1 2 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΜΒ Β Γ Μ Μ Β Γ Μ Μ 2·Β         

2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ2·Μ 2·Β Μ Β    . Άρα ΒΓ//ΟΜ (2) διότι τεμνόμενες από την ΒΜ σχηματί-

ζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες τους ίσες. Επειδή ΟΔ = ΟΒ = R το τρίγωνο ΟΔΒ είναι ισοσκε-

λές. Άρα 2
ˆ ˆΔ Β . Όμως 

1ˆ ˆΔ ΑΟΒ
2

 , αφού μια εγγεγραμμένη γωνία είναι ίση με το μισό

της επίκεντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο με αυτήν. Άρα 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆΔ Ο Β Ο    οπότε

ΒΔ//ΟΜ   (3) διότι τεμνόμενες από την ΟΒ σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες τους ίσες.
Άρα από τις (2) και (3) και λόγω του αιτήματος του Ευκλείδη, συμπεραίνουμε ότι οι ευθείες
ΒΔ και ΒΓ ταυτίζονται. Επομένως τα σημεία Δ, Β, Γ είναι συνευθειακά.

38. Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, θεωρούμε τα ύψη του ΑΔ και ΒΕ και έστω Η το ορθόκε-
ντρό του. Στο ΕΓ παίρνουμε τμήμα ΕΖ = ΑΕ. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΗΖΓ
είναι εγγράψιμο σε κύκλο.

Λύση:
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Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ˆΑΔ Γ Δ 1


 έχουμε:

ο ο
1 1

ˆ ˆˆ ˆΑ Γ 90 Α 90 Γ         (1)

Ομοίως από το ορθογώνιο τρίγωνο  ˆΒΕ Γ Ε 1


  έχουμε:

ο
1

ˆ ˆΒ 90 Γ     (2)

Το Α H Ζ


 είναι ισοσκελές, αφού το ΗΕ είναι ύψος και διάμεσος,

άρα 
(1) (2)

ο
1 1 1 1 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΖ Α Ζ 90 Γ Ζ Β      . Άρα το τετράπλευρο ΒΗΖΓ είναι εγγράψιμο αφού μια
εξωτερική του γωνία είναι ίση με την απέναντι εσωτερική γωνία.

39. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε το ύψος του ΑΔ. Από τυχαίο σημείο Μ του ΑΔ φέρουμε τις
αποστάσεις του ΜΕ και ΜΖ από τις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το
ΒΕΖΓ είναι εγγράψιμο.

Λύση:
Το τετράπλευρο ΕΜΔΒ είναι εγγράψιμο, αφού

ο ο οˆˆΒΕΜ ΒΔΜ 90 90 180    .

Άρα οˆ ˆΒ ΕΜΔ 180     (1)
Ομοίως και το τετράπλευρο ΑΕΜΖ είναι εγγράψιμο

 ο ο οˆ ˆΑΕΜ ΑΖΜ 90 90 180    , οπότε η πλευρά του
ΕΜ φαίνεται από τις κορυφές Α και Ζ υπό ίσες γωνίες. Άρα

ˆ ˆΕΑΜ ΕΖΜ    (2).

Στο τρίγωνο ΑΕΜ η ˆΕΜΔ  είναι εξωτερική, οπότε:
οˆ ˆˆ ˆ ˆΕΜΔ ΕΑΜ ΑΕΜ ΕΜΔ ΕΑΜ 90        (3)

Στο τετράπλευρο ΒΕΖΓ έχουμε:

   
(2) (3) (1)

ο οˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ ΕΖΓ Β ΕΖΜ ΜΖΓ Β ΕΑΜ 90 Β ΕΜΔ 180         
Άρα το ΒΕΖΓ είναι εγγράψιμο, αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.

40. Δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) με R > ρ εφάπτονται εξω-
τερικά στο σημείο Α. Από το σημείο Δ του κύκλου
(Λ,ρ) φέρουμε ευθεία που εφάπτεται στον κύκλο (Λ,
ρ) και τέμνει τον κύκλο (Κ, ρ) στα σημεία Β, Γ. Να
δείξετε ότι η ΑΔ είναι εξωτερική διχοτόμος της γω-

νίας Α̂  του τριγώνου ΑΒΓ..
Λύση:

Αρκεί να δείξουμε ότι: ˆ ˆΒΑΔ ΛΑΔ

Στο τρίγωνο ΑΓΔ η ˆΛΑΔ  είναι εξωτερική του γωνία, οπότε: ˆ ˆˆΛΑΔ ΑΓΒ ΑΔΕ   (1)
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Φέρουμε την κοινή εσωτερική εφαπτομένη των δύο κύκλων, η οποία τέμνει της ΓΔ στο Ε.

Τότε ΕΑ = ΕΔ σαν εφαπτόμενα τμήματα από το Ε προς τον κύκλο (Λ, ρ). Άρα ˆ ˆΑΔΕ ΔΑΕ
(2) σαν προσκείμενες γωνίες στη βάση ισοσκελούς  τριγώνου.

Επίσης ˆ ˆΕΑΒ ΑΓΒ  (3) διότι η γωνία από χορδή και εφαπτομένη είναι ίση με την εγγε-
γραμμένη που βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της.

Η 
(2)

(3)
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1) ΛΑΔ ΕΑΒ ΔΑΕ ΛΑΔ ΒΑΔ      ο.ε.δ.

41. Σε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ, θεωρούμε το μέσο του Μ. Έστω Λ τυχαίο σημείο του

τόξου AB . Φέρουμε την ευθεία ΜΚ ΑΛ . Να δείξετε ότι: ΜΚ = ΚΛ
Λύση:
Φέρουμε τα τμήματα ΛΜ, ΑΜ, ΟΛ, όπου Ο το κέντρο του
ημικύκλιου. Τότε ΟΜ ΑΒ , αφού για την επίκεντρη γω-

νία ˆΒΟΜ  ισχύει οˆΒΟΜ 90  διότι βαίνει στο τόξοο

  ο
οAB 180ΒΜ 90

2 2
  

Στο τρίγωνο ΑΛΜ η ˆΚΛΜ  είναι εξωτερική, οπό-

τε: ˆ ˆ ˆΚΛΜ ΛΑΜ ΑΜΛ     (1)
Όμως κάθε εγγεγραμμένη γωνία είναι, κατά μέτρο, ίση με το μισό της επίκεντρης γωνίας
που βαίνει στο ίδιο τόξο με αυτήν.

Άρα: • 1
1ˆ ˆΛΑΜ Ο
2

 • 2
1 ˆˆΑΜΛ Ο
2



Η  
(2)

1 2 1 2(3)

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1) ΚΛΜ Ο Ο ΚΛΜ Ο Ο ΚΛΜ ΑΟΜ
2 2 2 2

        

ο ο1ˆ ˆΚΛΜ ·90 ΚΛΜ 45
2

   

Το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ορθογώνιο στο Κ και οˆΚΛΜ 45 , οπότε και
ο ο οˆΚΜΛ 90 45 45   . Άρα το τρίγωνο ΚΛΜ είναι και ισοσκελές, οπότε ΛΚ = ΜΚ.

42. Αν η διχοτόμος της γωνίας Α̂  τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τον περιγεγγραμμένο κύκλο του
τριγώνου σε σημείο Δ, να δείξετε ότι:

α. Το τρίγωνο ΙΒΔ είναι ισοσκελές, όπου Ι είναι το εγκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

β. Το σημείο Δ είναι περίκεντο του τριγώνου ΙΒΓ.
Λύση:

α. Φέρουμε τις διχοτόμους των γωνιών Α̂  και Β̂  του τριγώνου ΑΒΓ, οι οποίες τέμνονται
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στο έγκεντρο Ι. Τότε: 1 2
Α̂ˆ ˆΑ Α
2

   και 1 2
Β̂ˆ ˆΒ Β
2

  .

Στο τρίγωνο ΙΒΔ έχουμε:

• η γωνία του ˆΒΙΔ  είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου
ΑΒΙ, οπότε:

1 1

ˆ ˆˆ ˆΒ Α Α Βˆˆ ˆΒΙΔ Β Α
2 2 2


    

• 2 3 2 2

ˆ ˆˆ ˆΒ Α Α Βˆˆ ˆ ˆ ˆΙΒΔ Β Β Β Α
2 2 2


       , αφού

3 2
ˆΒ̂ Α  σαν εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ΓΔ . Άρα ˆ ˆΒΙΔ ΙΒΔ

οπότε το τρίγωνο ΙΒΔ είναι ισοσκελές με κορυφή το Δ, οπότε: ΔΒ = ΔΙ   (1)

β. Επειδή οι εγγεγραμμένες γωνίες 1 2
ˆ ˆΑ , Α  είναι ίσες, θα είναι ίσες και οι αντίστοιχες χορ-

δές τους, δηλαδή ΔΒ = ΔΓ   (2)
Από (1) και (2) έχουμε: ΔΒ = ΔΙ = ΔΓ, δηλαδή το Δ ισαπέχει από τις κορυφές του τριγώ-
νου ΙΒΓ, άρα είναι το περίκεντρο του.

43. Έστω σημείο Δ το οποίο δεν ανήκει στο εσωτερικό τριγώνου ΑΒΓ. Αν οι προβολές
του Δ στις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ είναι συνευθειακά σημεία, να δείξετε ότι το
Δ ανήκει στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση:
Έστω ΔΚ ΒΓ, ΔΛ ΑΓ, ΔΜ ΑΒ   , με τα σημεία Κ,
Λ, Μ να ανήκουν στην ίδια ευθεία. Για να δείξουμε ότι το Δ
ανήκει στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ αρκεί
να δείξουμε ότι το ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο. Το τετράπλευρο

ΚΛΔΓ είναι εγγράψιμο, αφού οˆˆΓΚΔ ΓΛΔ 90  , δηλαδή
η πλευρά του ΓΔ φαίνεται από τις απέναντι κορυφές του Κ, Λ

υπό ίσες γωνίες. Άρα ˆˆΒΓΔ ΔΛΜ    (1), διότι σε εγγράψιμο
τετράπλευρο μια εξωτερική του γωνία είναι ίση με την
απέναντι εσωτερική. Επίσης το τετράπλευρο ΑΜΔΛ είναι
εγγράψιμο, αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές

 ο ο οˆ ˆΑΛΔ ΑΜΔ 90 90 180    . Άρα ˆ ˆΔΛΜ ΔΑΜ    (2), αφού σε ένα εγγράψιμο
τετράπλευρο κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.

Από (1) και (2) προκύπτει ότι ˆˆΒΓΔ ΔΑΜ . Συνεπώς στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ, μια εξωτερική
του γωνία είναι ίση με την απέναντι εσωτερική. Άρα το ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο.
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44. Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούμε τα ύψη του ΒΔ και ΓΕ. Αν Η το ορθόκεντρο του τριγώνου
ΑΒΓ, Μ το μέσο της πλευράς ΑΒ και Ν το μέσο του ΗΒ, να αποδείξετε ότι το
τετράπλευρο ΔΜΕΝ είναι εγγράψιμο.

Λύση:

Στο ορθογώνιο τρίγωνο A BΔ


 η ΜΔ είναι η διάμεσος του
που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ΑΒ. Άρα

ΑΒΔΜ ΑΜ
2

  . Συνεπώς το τρίγωνο ΑΔΜ είναι ισοσκε-

λές με κορυφή το Μ, οπότε 1
ˆ ˆΔ Α    (1) ως προσκείμενες

γωνίες στην βάση του ΑΔ. Τότε για την εξωτερική γωνία

1Μ̂  του τριγώνου ΑΔΜ έχουμε:

(1)

1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆΜ Α Δ Μ 2Α       (2).

Το τετράπλευρο ΑΔΗΕ έχει ο ο οˆ ˆΑΔΗ ΑΕΗ 90 90 180    , δηλαδή δύο απέναντι γω-

νίες του είναι παραπληρωματικές, οπότε είναι εγγράψιμο. Συνεπώς θα ισχύει ότι 1
ˆΗ̂ Α

(3), αφού κάθε εξωτερική γωνία εγγράψιμου τετραπλευρού είναι ίση με την απέναντι εσω-
τερική.
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΗ η ΕΝ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ΒΗ.

Άρα 
ΒΗΕΝ ΝΗ
2

  . Δηλαδή το τρίγωνο ΕΝΗ είναι ισοσκελές με κορυφή Ν. Άρα 1 1
ˆ ˆΗ Ε

(4) ως προσκείμενες γωνίες στη βάση του. Οπότε για την εξωτερική του γωνία 1Ν̂  έχουμε:

(1) (3)

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΝ Ε Η Ν 2Η Ν Μ      . Άρα το τετράπλευρο ΔΜΕΝ είναι εγγράψιμο, αφού

μια εξωτερική γωνία του είναι ίση με την απέναντι εσωτερική.


