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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

                                           Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Σχολικό σελίδα 76 

Α2.  Σχολικό σελίδα 128 

Α3. Σχολικό σελίδα 141 

Α4. 

    i  Σ   ii Σ   iii  Λ    iv  Σ   v Σ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

 Β1. 

Ισχύει :                         (1) 

Για     έχουμε :                                       . 

Β2. 

 Έστω            με             . Τότε ισχύουν :  

                                   . Άρα από την (1) προκύπτει :  

                . Οπότε η  f  είναι          και αντιστρέψιμη . 

Θέτουμε           οπότε :                     

               . Επομένως είναι                  

B3. 

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε            με            ύ   ό    

            .Έστω ότι υπάρχουν            με                          

Τότε ισχύουν :                                     

Άρα ισχύει :                                           ,  

άτοπο . Έτσι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο    . 
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Β4. 

                     . 

Β5. 

Έστω                       Τότε διαδοχικά έχουμε :  

             

                            .  

Άρα              , οπότε g γνησίως φθίνουσα στο    . 

Β6.i) 

Με     η ανίσωση γίνεται :                                 

                                        . 

Ισχύει όμως ότι :                     , άρα η ανίσωση γίνεται :  

                                        

                                              . 

B6.ii) 

Με     η ανίσωση γίνεται :  

                            (2) 

Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση                        είναι γνησίως  

φθίνουσα , άρα   

                   
 

 
 
 
  

 

 
 
 
     .  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1 . Η g είναι παραγωγίσιμη στο Dg=   ως διαφορά παραγωγίσιμων  

συναρτήσεων , με g’(x)= 2x – 2xln ( x2 +1 ) – 2x = - 2xln ( x2 + 1 ) 

 

Λύνω g’(x) = 0  x = 0 , αφού ln(x2+1) ≥ 0 , xϵ  .     

 

x -∞ 0 +∞ 

g’(x) + 0 - 

g(x) ↗ 0 ↘ 

 

g γνησίως αύξουσα ( -∞ , 0 ] 

g γνησίως φθίνουσα [ 0 , +∞ ) 

 g(x)≤0, xE   

 

Γ2 . Η f  είναι παραγωγίσιμη στο Df =   *, ως πηλίκο παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με f ’(x) =   
  

    
                

  
   = 

                          

         
   = 
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Λύνω f’ (x) = 0  2x g(x) = 0  x=0  

 

 

x -∞ 0 +∞ 

f’(x) + 0 - 

f(x) ↗ 0 ↘ 

 

x > 0  =>    
             
        

    =>  f’(x)<0 

x< 0  =>    
       

            
    => f’(x) > 0 

f γνησίως αύξουσα στο ( -∞ , 0 ],  f(x) ≤ f(0) = 1 

f γνησίως φθίνουσα στο [ 0 , +∞ )  ( αφού η f συνεχής στο Df =   ). 

 

Γ3. Η εξίσωση είναι x2 = k + ln(x2  + 1)•( x2 + 1 )   

 x2 – ( x2 + 1 )•  ln( x2 + 1 ) = k     g(x) = k , kE   

 

 g((-∞,0]) ,   g γνησίως αύξουσα και συνεχής =>  

=>  ( limx 


 -∞ g(x), g(0) ] = ( -∞, 0 ] = Δ1 

limx 


 -∞ g(x) = limx 


 -∞ ( x
2 – ( x2 +1 ) * ln ( x2 +1 ) ) =  

= limx 


 -∞ ( x
2  •( 1 – 

    

  
 •ln ( x2 +1 ) )  

 Αφού limx 


 -∞( x
2 ) = +∞ , limx 


 -∞( 

    

  
    , 
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limx 


 -∞ ln ( x
2 + 1 ) = +∞ 

 

 

 

 g ([ 0, +∞)) , g γνησίως φθίνουσα και συνεχής  =>  

= > ( limx 


 +∞, g(0) ] = ( -∞, 0 ] = Δ2  

limx 


 +∞ ln ( x
2 + 1 ) , x2 + 1 = ω , ω  +∞, limx 


 +∞ lnω = +∞ 

 

Αν k < 0   kϵΔ1, kϵΔ2,  η g(x) = k έχει ακριβώς 2 ρίζες στο  . 

Αν k = 0    μοναδική ρίζα x=0 ( ολικό μέγιστο )  

Αν k > 0    kɇΔ1, kɇΔ2 , η g(x) = k αδύνατη . 

 

Γ4.  L =           
 

 
 =             

 

 
 =  

 

 
      

 

 
 =  

Θέτω x2 + 1 = ω => 2xdx = dω => xdx = 
 

 
 dω  

Για x=0  ω=1 

Για x=1  ω=2 

= >  
 

 
           
 

 
 = 

 

 
        

  -       
 

 
 

 

= > 
 

 
 * ( 2 ln 2 – ln 1 ) – 1*( 2 – 1 ) = ln2 -1 . 

 

 

 



 

Σελίδα 6 από 7 ΔΙΑΚΡΟΤΗΜΑ ΤΑ ΚΑΛΥΤΕΡΑ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ ΤΗΣ ΠΟΛΗΣ 

 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.Για κάθε x (1,+∞) έχουμε ότι: 
 

 
f(x)+lnxf’(x)=lnxf(x)  

(lnxf(x))’=lnxf(x).’Αρα,υπάρχει σταθερά c  ,τέτοια ώστε: 

lnxf(x)=cex.Για x=e :c=1.Oπότε,f(x)= 
  

   
  ,x>1. 

 

Δ2.Για κάθε x (1,+∞) έχουμε ότι: f’(x)=
       

 

 
 

    
 

Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=lnx-
 

 
,x>1. 

H h συνεχής στο (1,+∞),με: h’(x)=
 

 
 

 

  
>0,x>1.Άρα,η h   (1,+∞) 

Έχουμε ότι: h((1,+∞))=(-1,+∞). 
0  h((1,+∞)).’Αρα,υπάρχει μοναδικό xo (1,+∞),τέτοιο ώστε:h(x0)=0. 

Για 1<x<xo

  
 h(x)<h(xo) h(x)<0.Oπότε και f’(x)<0. 

Για x>xo

  
 h(x)>h(xo) h(x)>0.Oπότε και f’(x)>0. 

Άρα,υπάρχει μοναδικό xο (1,+∞) στο οποίο η f παρουσιάζει τοπικό 

ελάχιστο,με: f(xo)=
   

    
  (1)  και  f’(xo)=0  lnxo-

 

  
=0 lnxo=

 

  
(2) 

Από (1),(2): f(xo)= xo  
  

. 

 

Δ3.To όριο γίνεται:                       
 

          
   . 

Έχουμε ότι    
    

                             >0,διότι  

xo, xo+1 [ xo,+∞) όπου η f είναι γνησίως αύξουσα,οπότε: 
xo+1>xo f(xo+1)>f(xo)   και   

η f στο xo έχει ελάχιστο,άρα για x≠xo ισχύει: f(x)>f(xo)   

f(x)-f(xo)>0.Άρα,    
    

 

          
    Οπότε l=+ . 
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Δ4.i.Έχουμε ότι:g(x)=
   

 
 , x>1. 

Η g συνεχής και 2 φορές παραγωγίσιμη στο (1,+∞),με: 

g’’(x)=
           

  
>0,για κάθε x (1,+∞).Άρα,η g κυρτή στο (1,+∞) και η 

εφαπτομένη της Cf στο Μ(2,g(2)) έχει εξίσωση y=
  

 
x. 

Eπειδή,η g είναι κυρτή στο (1,+∞),η Cg βρίσκεται πάνω από την  εφαπτομένη 
της Cg στο Μ με εξαίρεση το σημείο επαφής στο οποίο ισχύει η 

ισότητα.Δηλαδή,g(x)≥ 
  

 
x 4g(x) ≥ e2x,για κάθε x (1,+∞).H ισότητα ισχύει 

για x=2.Άρα,η εξίσωση 4g(x)=e2x έχει μοναδική λύση την x=2. 
 

ii.Ε=         
 

 
=       

 

 
,διότι g(x)>0,για κάθε x>1. 

Aπό Δ4.i έχουμε ότι: g(x)≥ 
  

 
x,για κάθε x (1,+∞).H ισότητα ισχύει για 

x=2.Οπότε,        
 

 
> 

  

 
    

 

 
E>

   

 
. 

 

 

 

 

                                                   ΓΚΟΥΜΑ ΑΝΘΗ 

                                                  ΠΑΣΧΑΛΗΣ ΝΙΚΑΣ 

                                                    ΣΠΥΡΟΠΟΥΛΟΣ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗΣ 

                                                ΣΩΤΗΡΟΠΟΥΛΟΣ ΑΡΗΣ 

                                                      ΠΑΝΑΓΟΥ ΓΙΩΡΓΟΣ 


