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Παλαıεİυά,10 Ιουζέου 2015 

ΠρόβȜηȝα 1. Λȑȝİ ȩĲȚ ȑȞα πİπİȡαıȝȑȞȠ ıȪȞȠȜȠ �, πȠυ απȠĲİȜİȓĲαȚ απȩ ıȘȝİȓα ĲȠυ İπȚπȑįȠυ, 
İȓȞαȚ δıολλοπβηΫθο, αȞ ȖȚα țȐșİ įυȠ įȚαφȠȡİĲȚțȐ ıȘȝİȓα ܣ țαȚ ܤ ĲȠυ �, υπȐȡȤİȚ ıȘȝİȓȠ ܥ ĲȠυ � 
ĲȑĲȠȚȠ ȫıĲİ ܥܣ =  Λȑȝİ αțȩȝα ȩĲȚ ĲȠ ıȪȞȠȜȠ � İȓȞαȚ İζİτγİλο εΫθĲλου, αȞ ȖȚα ȠπȠȚαįȒπȠĲİ .ܥܤ
Ĳȡȓα įȚαφȠȡİĲȚțȐ ıȘȝİȓα ܣ, ܣܲ ĲȠυ �, įİȞ υπȐȡȤİȚ ıȘȝİȓȠ ܲ ĲȠυ � ĲȑĲȠȚȠ ȫıĲİ ܥ țαȚ ܤ = ܤܲ =  .ܥܲ
 

(a) Να απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ ȖȚα ȩȜȠυȢ ĲȠυȢ αțȑȡαȚȠυȢ � ≥ ͵, υπȐȡȤİȚ ȑȞα δıολλοπβηΫθο ıȪȞȠȜȠ, 
πȠυ απȠĲİȜİȓĲαȚ απȩ � ıȘȝİȓα. 

(b) Να πȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ȩȜȠυȢ ĲȠυȢ αțȑȡαȚȠυȢ � ≥ ͵, ȖȚα ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ υπȐȡȤİȚ ȑȞα 
δıολλοπβηΫθο țαȚ İζİτγİλο εΫθĲλου ıȪȞȠȜȠ, πȠυ απȠĲİȜİȓĲαȚ απȩ � ıȘȝİȓα. 

 
ΠρόβȜηȝα 2.  Να πȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ȩȜİȢ ĲȚȢ ĲȡȚȐįİȢ ሺܽ, ܾ, ܿሻ șİĲȚțȫȞ αțİȡαȓȦȞ, πȠυ İȓȞαȚ ĲȑĲȠȚİȢ 
ȫıĲİ țȐșİ ȑȞαȢ απȩ ĲȠυȢ αȡȚșȝȠȪȢ   ܾܽ − ܿ,   ܾܿ − ܽ,   ܿܽ − ܾ 

İȓȞαȚ įȪȞαȝȘ ĲȠυ ʹ. 

(Δτθαηβ Ĳου ʹ İέθαδ Ϋθαμ αεΫλαδομ Ĳβμ ηολφάμ ʹ�, ȩπȠυ � İέθαδ Ϋθαμ ηβ αλθβĲδεσμ αεΫλαδομ.) 
 
 
ΠρόβȜηȝα 3.  ΈıĲȦ ܥܤܣ ȑȞα ȠȟυȖȫȞȚȠ ĲȡȓȖȦȞȠ ȝİ ܤܣ >  ΈıĲȦ Γ Ƞ πİȡȚȖİȖȡαȝȝȑȞȠȢ țȪțȜȠȢ .ܥܣ
ĲȠυ, � ĲȠ ȠȡșȩțİȞĲȡȩ ĲȠυ țαȚ � ĲȠ ȓȤȞȠȢ ĲȠυ ȪȥȠυȢ ĲȠυ απȩ ĲȘȞ țȠȡυφȒ ܣ. ΈıĲȦ � ĲȠ ȝȑıȠȞ ĲȘȢ 
πȜİυȡȐȢ ܥܤ. ΈıĲȦ ܳ ĲȠ ıȘȝİȓȠ πȐȞȦ ıĲȠȞ țȪțȜȠ Γ, ĲȑĲȠȚȠ ȫıĲİ �ܳܣ = 90° țαȚ ȑıĲȦ � ĲȠ 
ıȘȝİȓȠ πȐȞȦ ıĲȠȞ țȪțȜȠ Γ, ĲȑĲȠȚȠ ȫıĲİ ��ܳ = 90°. ΥπȠșȑĲȠυȝİ ȩĲȚ Ĳα ıȘȝİȓα ܣ, ,ܤ ,ܥ � țαȚ ܳ 
İȓȞαȚ ȩȜα įȚαφȠȡİĲȚțȐ țαȚ ȕȡȓıțȠȞĲαȚ πȐȞȦ ıĲȠȞ țȪțȜȠ � ȝİ ĲȘ ıİȚȡȐ πȠυ įȓȞȠȞĲαȚέ 
 
Να απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ ȠȚ πİȡȚȖİȖȡαȝȝȑȞȠȚ țȪțȜȠȚ ĲȦȞ ĲȡȚȖȫȞȦȞ �ܳ� țαȚ ��� İφȐπĲȠȞĲαȚ ȝİĲαȟȪ 
ĲȠυȢέ  
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ΣάίίαĲο, 11 Ιουζίου 2015 

ΠρόβȜηȝα 4.  ȉȡȓȖωȞȠ ܥܤܣ ȑχİȚ πİȡȚȖİȖȡαȝȝȑȞȠ țȪțȜȠ   țαȚ πİȡȓțİȞĲȡȠ O έ ΈȞαȢ țȪțȜȠȢ   ȝİ 
țȑȞĲȡȠ A ĲȑȝȞİȚ ĲȠ İυșȪȖȡαȝȝȠ ĲȝȒȝα BC  ıĲα ıȘȝİȓα D  țαȚ E  ȑĲıȚ ȫıĲİ Ĳα ıȘȝİȓα , ,B D E  țαȚ 
C  Ȟα İȓȞαȚ ȩȜα įȚαφȠȡİĲȚțȐ țαȚ Ȟα ȕȡȓıțȠȞĲαȚ πȐȞω ıĲȘȞ İυșİȓα BC  ȝİ αυĲȒ ĲȘ ıİȚȡȐέ ΈıĲω F  
țαȚ G Ĳα ıȘȝİȓα ĲȠȝȒȢ ĲωȞ țȪțȜωȞ țαȚ   ȑĲıȚ ȫıĲİ , , , țαȚA F B C G  Ȟα ȕȡȓıțȠȞĲαȚ πȐȞω ıĲȠȞ 
țȪțȜȠ   ȝİ αυĲȒ ĲȘ ıİȚȡȐέ ΈıĲω K  ĲȠ įİȪĲİȡȠ ıȘȝİȓȠ ĲȠȝȒȢ ĲȠυ πİȡȚȖİȖȡαȝȝȑȞȠυ țȪțȜȠυ ĲȠυ 
ĲȡȚȖȫȞȠυ BDF țαȚ ĲȠυ İυșȪȖȡαȝȝȠυ ĲȝȒȝαĲȠȢ AB έ ΈıĲω L  ĲȠ įİȪĲİȡȠ ıȘȝİȓȠ ĲȠȝȒȢ ĲȠυ 
πİȡȚȖİȖȡαȝȝȑȞȠυ țȪțȜȠυ ĲȠυ ĲȡȚȖȫȞȠυ CGE  țαȚ ĲȠυ İυșȪȖȡαȝȝȠυ ĲȝȒȝαĲȠȢ CA.  
ȊπȠșȑĲȠυȝİ ȩĲȚ ȠȚ İυșİȓİȢ FK  țαȚ GL  İȓȞαȚ įȚαφȠȡİĲȚțȑȢ țαȚ ĲȑȝȞȠȞĲαȚ ıĲȠ ıȘȝİȓȠ X .  
Να απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ ĲȠ ıȘȝİȓȠ X  ȕȡȓıțİĲαȚ πȐȞω ıĲȘȞ İυșİȓα AO . 
 
ΠρόβȜηȝα 5.  ΈıĲω ℝ ĲȠ ıȪȞȠȜȠ ĲωȞ πȡαȖȝαĲȚțȫȞ αȡȚșȝȫȞέ Να πȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ȩȜİȢ ĲȚȢ 
ıυȞαȡĲȒıİȚȢ  �:ℝ → ℝ πȠυ ȚțαȞȠπȠȚȠȪȞ ĲȘȞ İȟȓıωıȘ  �(ݔ + �ሺݔ + (ሻݕ + �ሺݕݔሻ = ݔ + �ሺݔ + ሻݕ +  ሻݔሺ�ݕ
ȖȚα ȩȜȠυȢ ĲȠυȢ πȡαȖȝαĲȚțȠȪȢ αȡȚșȝȠȪȢ ݔ țαȚ ݕ. 
 
ΠρόβȜηȝα 6.  Η αțȠȜȠυșȓα ܽଵ, ܽଶ, … αțİȡαȓωȞ αȡȚșȝȫȞ ȚțαȞȠπȠȚİȓ ĲȚȢ αțȩȜȠυșİȢ ıυȞșȒțİȢ:  

(i) ͳ  ܽ  ʹͲͳ5 , ȖȚα țȐșİ  ݆  ͳ , 

(ii) ݇ + ܽ ≠ ݈ + ܽ , ȖȚα țȐșİ  ͳ  ݇ < ݈. 
Να απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ υπȐȡχȠυȞ įυȠ șİĲȚțȠȓ αțȑȡαȚȠȚ ܾ țαȚ � ĲȑĲȠȚȠȚ ȫıĲİ  

| ∑ ሺ ܽ − ܾሻ
=+ଵ |  ͳͲͲ7ଶ 

ȖȚα ȩȜȠυȢ ĲȠυȢ αțȑȡαȚȠυȢ ݉ țαȚ ݊, ȖȚα ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ ȚıχȪİȚ ݊ > ݉  �. 

 
 


