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1 , 

    ABC   SLK    (    
2
1

. 

  : 
2
BCKLDE . 

 

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

140



1

- 3617784 - Fax: 3641025
e-mail : info@hms.gr

www.hms.gr

GREEK     MATHEMATICAL      SOCIETY
34, Panepistimiou ( leftheriou Venizelou) Street

GR.  106 79 - Athens - HELLAS
Tel. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025

e-mail : info@hms.gr
www.hms.gr

77

12 2016

:
2 3 33

32 3

20 815 3 .
5 2 95

2 3 3 2 3 3 33

32 3

2 3 3 3 2 3

20 815 3 20 15 8 9
5 2 9 5 5 2 35

4 3 4 3 4 4 16 64 48.

2

) .
) ˆ .

.

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

141



2

ˆ ˆ (1)

||
ˆ ˆ (2)

ˆ ˆ .                                             (3)
ˆ

ˆ 30ˆ ˆ 15
2 2

,

ˆ ˆ 60ˆ 30 .
2 2

ˆ 15 .

3

% .
%

.

540540
100

540 540540 540
100 100 100

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

142



3

540 540 540540 540 540 540 540
100 100 100 100

540 100 540 100 100540 .
100 540 100 100

88,89,98,99

88

888 988 888
988

8888,8988,9888,9988 .
8888,9988

8988,9888 ,
8988 .

1

2 112 : 2
3

2 110 :100

33 2 2

2

2 2
10

.

2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 (2 1)12 12: 2 : 2 4 : 2 2 : 2 2 2.
3 3

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

143



4

2 1 2 1 210 :100 10 :10 10 2 34, 8

3 3 2 2 3

2

( ) 2 2 (8 10) 40 20 8
10 4 20 20

8 40 20 8 5
4

2C

2C
ˆ 45

ˆ ,
.

:

2
180 45 135ˆ 67,5

2 2
.

ˆ ˆ
ˆ ˆ 67,5

ˆ

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

144



5

180 67,5 112,5ˆ 56,25
2 2

245
2

,

21 2 22 .
2 2 2

0

20%
120

x 4x
450
x

20 450 2703
100 x x

450 270 720
x x x

720 120 120 720 6.x x
x

x 4x x 4x
450 : 4 5x

720 144
5

3 23 5 3 10 10 5 10a b a b 3 25 3 5 10 10 3 10c d c d .

, , ,a b c d :
36 45

,
36 45

, , ,a b c d .

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

145



6

3 5 3959 3960 110
36 36 36 36

a b 5 3c d

c = d =

45
5 3 5030 111

45 45
c d .

, , ,a b c d

3 5 5 3110 111 .
36 36 45 45

a b c d

110 111 .
36 45

                           3 5 5 3109 110 111 112
36 45
a b c d .

3 5 109 36 3 5 3924a b a b
9a b

5 3 112 5 3 112 45 5 3 5040
45
c d c d c d ,

0c d

1
x

2 31 1 5 19x x x x x x .         (1)
2 1 23 4 21

3 9 9
x x (2)

.

2 3 3 2 2 3

3 3

1 1 5 19 1 5 19

1 5 19 4 20 5.

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

2 1 23 4 21 56 3 23 4 21 2 5 .
3 9 9 2
x x x x x x

5 5
2

x

x

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

146



7

1
1 1 0 1 1 010 10 ... 10 ,

2,

,

1,1,2 : 1124, 1142, 1214, 1412, 2114, 
4112.

1,1, 12, 21122, 21212

22112

3
ˆ 30

.
.

(*)

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

147



8

).

.
(**).

,
(***).

k
2017 2016 2015 2013 2012 2011,

2014n ( 3)( 2)( 1)( 1)( 2)( 3)n n n n n n
2 ,n k

n n k

2 2 2 6 4 2

2 4 2 2 2 2

( 9)( 4)( 1) 14 49 36

( 14 49) 36 ( 7) 36

n n n n n n

n n n n n
, 36k
2 2 2 3 236 ( 7) ( 7 )n n n n

k 36k .

2 ,k 2 2k .

2 22 18 8 1
.

2 22 2 2

2 22 2

18 8 1 18 8 1 18 8 1

8 19 8 17 4 3 4 1 .

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

148



9

24 3 3
24 1 1 4

= =

  


.

:
2 1 2 3 2 5 2 7 416

1 2 3

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

149



10

(1
:

2 1 12 .                              (1)

2
2 2 24 12 1 2 1 4 1 4 4 1 4 4 ,

1
2 3 22

1 1
(2)

2 5 32
2 2

2 7 42
3 3

(4)

2 1 2 3 2 5 2 7 1 2 3 4 416 16
1 2 3 1 2 3

- , , ,x y z w

1 1 1 12, 2, 2, 2x w y w z w y w
x y x z

.

1 1 1 12 (1), 2 (2), 2 (3), 2 (4)x w y w z w y w
x y x z

1 1 10 1 0x y x y x y xy
x y xy

.x y
1 1 11 0z x z x x z xz
x z zx
,x z x y z

10w x w x
x

, , , 1,1,1,0x y z w .
1,xz ,x z

1.xy
21 0 1 0 1,z z z

z
0.z

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

150



11

22 3 3 2 0 1x x x x x
x

1x , , , 1,1,1,0x y z w .

2x 1 1, , , 2, ,1,
2 2

x y z w .

Oxy
2y x , ,

0
.

, , x x ,

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
3

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2

E E E E

,

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

151



12

2 2

2 2

2 2 2 2

3

1 1det ,
2 2

1
2
1
2
1 1 2 .
2 2

E

ˆ 45
= =

= =

.

.

1 2 1
ˆˆ ˆ ˆ 67,5 45 22,5

1
ˆˆ ˆ 90 45

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

152



13

2
ˆˆ 90 45

1 2
ˆ ˆ ˆ 90

3
P x

1 1, 2 4, 3 9, 4 16.P P P P

P x

5P .

2Q x P x x

2

2

4 3 2

1 2 3 4

1 2 3 4

10 35 1 50 24

Q x P x x a x x x x

P x a x x x x x

P x ax ax a x ax a

5 24 25P a .

10, 10 10, 35 1 10, 50 10, 24 10
9 1 10 1 910, 1, , , .
35 5 24 5 35

a a a a a

a a a a a a

:
1 9 24 9 24 24 9 2424 25 24 25 25
5 35 5 35 5 35

101 1091 101 109124 25 ,
5 35 5 35

a a a

a P a

P a 101
5

P a 1091.
35

7 214 14 1.

14n
7 2 1n n . 2 1n n

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

153



14

7 2 7 2 6 2

3 3 2 3 2 2

2 5 4 2

1 1 ( 1) 1

( 1)( 1) 1 ( 1)( 1)( 1) 1

( 1)( 1)

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n
2 21 14 14 1 211n n

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

154



1

- 3617784 - Fax: 3641025
e-mail : info@hms.gr

www.hms.gr

GREEK     MATHEMATICAL      SOCIETY
34, Panepistimiou ( leftheriou Venizelou) Street

GR.  106 79 - Athens - HELLAS
Tel. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025

e-mail : info@hms.gr
www.hms.gr

78

11 2017

:
3 3 2 2

3
33 2

10 15 8 12 .
2 2 43

3 3 2 2
3

33 2

3 3 2
3 2

3 3 3 2 2

3 33 3

10 15 8 12
2 2 43

10 15 82 4
2 3 2

5 5 2 4 4

5 5 2 16 16 0 2 0 0.
 

2

:

) 0ˆ ˆ 30
ˆ .

,

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

155



2

ˆ 30 ,
ˆ 60

ˆ ˆ ˆ ˆ60 30 30 ,
ˆ .

1
3

241200 12 24 288
100

1200 288 1488
5 74401488 74,4

100 100

1200 288 74,4 1562,4
1562,4 :12 130,2 .

8.

.x
15 x 3x .

.x
18 x

0x 9x . :

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

156



3

                           5580, 5589, 5850, 5859, 8550, 8559.
.x

21 x
6x . 5886, 8586, 8856.

.x
24 x 3x .

1

:
2 1 2 1 2 2

2
2 12 1 2

10 15 8 12017 2018.
2 2 43

   

2 1 2 1 2 2
2

2 12 1 2

2 1 2 1 2 2
2

2 1 2 1 2 2 2

22 1 2 1

10 15 8 12017 2018
2 2 43

10 15 8 42017 2018
2 3 2 1

5 5 2017 4 4 2018

5 5 2017 2 1 2 2

2 1 2 2 1

2018 5 5 1 2017 2018

24 5 2017 2018 24 5 4068289 2018.

1
3

,
x

2
3

2x

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

157



4

(2 ) 80.x 9
(9 ) 9 9 40 360x x x .

360 80 440

1
0

6
             

,

.

4
.

.
2

( ) N .
( )

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

158



5

                                                           

(2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ60 90 .
.

( )
,

2 2

2 2 2

1 3 3 , ,
2 2 2 8 2 2 4

3 11 3 3 .
2 2 2 8 8 8

2

8
.

.
2 2 21 3 3 1, , ,

2 2 4 2 2 4 8

22 2 2 2 3 13 .
4 4 8 8

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

159



6

x
x

16x

90 11 16 90 11x 90 11 45 11
16 8

x

( , , )x y z
2 2 24 9 4 4 12 6 0x y z x y z

2 2 2

2 2 2

( 4 4) (4 4 1) (9 12 4) 3

( 2) (2 1) (3 2) 3

x x y y z z

x y z

2 2 2( 2) (2 1) (3 2) 1x y z .

2 1
2 1 1
3 2 1

x x x x
y y y y
z z z z

(3,1, 1), (1,1, 1), (3,0, 1), (1,0, 1) .

1
0

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

160



7

߁߀4 ߁߀ ߁߀ߊ ߁߀(ߝ) ଵܥ ߈ ߀ߊ ߀߈ ߂߀ ଶܥ ߉ ߁ߊ ߁߁߉ ߃ ߂߈ ߃߉ (ߝ) ߎ ߂߈ߏ ߃߉ ߙߒߏߎߒ .߁߀

߉߈ߒ ,߂߈߂߀߈ ߀߈ ଵܥ ߀ = ଵ߈߂߀߈,60° = ଶ߈ = 60°. መଵ߉ = መଶ߉ = 60° ߂߀߈
߉߈ = ߈ߊ + ߉ߊ = 2߀ߊ + 2߁ߊ = ߀ߊ + 2߁ߊ = 2߁߀ = .2ߙ

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

161



8

ߏ ႄ ߁߀ መଵ߉ = ଵߏ = 60° ߒߎߏߒ = ߀߉ߏ.(60° ߀ = መଵ߉ = ଵߏ = ߏߒߎߏߒ.(60° = ߉ߒ + ߏ߉ = ߉ߒ + ߀ = 2ߙ + ߙ = 2ߙ3 (ߎߏߒ) ߎߏߒ. = ቀ32ߙ ቁଶ ξ34 = ଶξ316ߙ9 .

ߩ ଷݔ െ ݔ െ 1 = 0 ଵݔߩ െ ଶݔ4 െ ݔ5 െ 3 = 0.
. ଷݔ െ ݔ െ 1 = 0 0

: ଷߩ െ ߩ െ 1 = 0 ֞ ଷߩ = ߩ + ଷ(ଷߩ).(1)      1 = ߩ) + 1)ଷ ֞ ଽߩ = ଷดఘାଵߩ + ଶߩ3 + ߩ3 + 1 (֞ଵ)
(֞ଵ) ଽߩ = ߩ + 1 + ଶߩ3 + ߩ3 + 1 ֞ ଽߩ = ଶߩ3 + ߩ4 + 2 (כ֞)֞ ଽߩ ή ߩ = ଶߩ3) + ߩ4 + 2) ή ߩ ֞ ଵߩ = 3 ή ଷߩ + ଶߩ4 + ߩ2 ֞֞ ଵߩ = ଶߩ4 + ߩ5 + ߩ ɇɐɖɠɂɇ (כ).3 ് 0.

߁߀ ߀) = ߁ መ = 45° ,߁)௰ܥ ߁(߁ ߁ ߀ ߂߁߀߂ ௯௰௱ܥ ௰ܥ ߂߃߁߀߃
߂߁ ߁ ߂߁ .௰ܥ

                                                       2
ˆ ˆ 45                                              (1)

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

162



9

ȞȟȠ ȞȠ Ȟȟ .௰ܥ
                                                          1

ˆˆ                                                     (2)ȝȞȠȟ ௰ܥ
ˆ ˆ .

                                        ˆ ˆ 67,5                                               (3)(1), (2), (3) 2 1
ˆ ˆ ˆ 45 .ȝȟ ႄ ȞȠ ȠȝȞȞȟ = ȞȠ ௰ܥ ȜȝȞȝଵ = Ȟଵ + Ȟଶ = 67,5° Ȟଵ = 45°, Ȟଶ = 22,5°ȝଵ + Ȟଶ = 67,5° + 22,5° = 90°.

, 2 ,
7 6 5

2

1
1

.

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4

2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .

7 6 5
4

2

1 1 1 .
1

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

163



10

2 1 3 4 31 1 1 2 7 1 15

,x y

2( )xy x y (1). 2 2d x y .
d

(1)
2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 4( )d x y x y xy x y x y .

2( ) 4x y xy ( 2( ) 0x y )
4 8( )xy x y , 2( ) 8( )x y x y , 8x y . (2)

x y t
(2)

2 2 2 24 ( 2) 4 (8 2) 4 32d t t t .
32

1
:f a :

0f a ,f f x xf x a .x
a

x a :          
                                                0 .f f a af a a f a

0x
(1)

0 0 0 ,f f f a f a a

0f a 0a .

0a :f 0 0f

,f f x xf x x

, .cf x x c

21 1 2 2 1 51 1 0
2

cc c c c c cf x x x x x x x c c c c c .                             

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

164



11

1 5
2

0,

,

x
f x

x x

                                                      7 6 5 1 0x x x .

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4

2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x
2 1x 4 1x x

4 3 21 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0f .

0 21 1f

1 0f .

0 1 4 40, 1 0

7 6 5 2 41 0 1 1 1 0 1 0 1.x x x x x x x x x

߁߀ ߀) = ߁ መ = 36° ,߁)ଵܥ ߁(߁ ߁ ߀ ߂߁߀߂ ଶܥ ଵܥ ߃ ߃. መ .߁߀߁߂

߂߁ ߁ ߂߁ መଵܥ = ߃߂߁.መଵ      (1)߂ ߃߁ ߂߁ ߃ଵܥ = ߂߃߁߀.መଶ      (2)߂ ߀ଶܥ ߃߃ = ,      (3).(1)߀ (2), (3) መ = መଵ߂ = ଵ߁ = ߂߀.36° ႄ ߃߁ ߃߀߁߃߂߀ ߂߁ ߃߁߀߃  ߁߀߁߀ ߃  .መ
___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

165



12

߂߀                                                              ႄ ߃߁ ߀ = ߃߁߀ = ߁߀72° መ߁߀߃ = መଵ߂ = ଶ߁ = ଵ߁ = 36° ଶ߁ ,߁߀ ߁߂߁߂
:

9 88 98 99 , 8 .

(1
8998 98 89 89

9

9 8 9 88 8 8

8 89

8

1 1 8
8 9 8 99 9 9

8 88 4 6
9 99

8 9 8 9 8 9

8 3 8 3 4 3
3515251624

8

323232321
9
86 ,

.

2
9 88 98 99 8

9 88 98 ln 9 9 ln8 .

9 88 9 9 8ln 8 ln 9 ln 9 ln8 8 ln8 ln(ln 9) 9 ln 9 ln(ln8) .

ln(ln 9) ln(ln8)

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

166



13

9 27 26
9 8

8 16 15
8 ln 9 2 2ln 3 2 ln 38 ln 8 9 ln 9

ln8 3ln 2 ln 29 3 3
.

26

15
2 ln 32

ln 23
2ln 2 ln 4 ln 3 .

5 526 25 5

15 15 3
2 2 2 322 1 1 1

273 3 3

___________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Θαλής"   -   www.pe03.gr 

167




	Blank Page



